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p.p. I 

Meinen umfangreiclien Verlag auf dem Gebiete der Hat 
KaturwiBseiiBOliafteii und Technik nach allen Richtungen^ 
auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen zahl- 
ruioher hervorragender Vertreter dieser Ovbiete von Erfolg begleitetes 
Heniühen, wie mein Verla«^5kaialog zeigt, und ich hoüe, daß bei gleicher 
IJnterstiitzuuir seitens der Gelehrten und Schulmünn«.'r des In- und Auslandes 
auch m<;ine weiteren Unternehmungen Lehrenden unil Lernenden in Wissen- 
schaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Vorlagsanerbieten ge- 
diegener Arbeilen auf einschlägigem fJebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben (legenstand in 
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonder^ 
auf die von den Akademien d(?r Wissenschaften zu Ciöttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebene Encyklopädie der Mathematisohen 
Wissenscballoii aufmerksam, die in 7 Künden dii*. Arithmetik und Algebra, 
die Analysis, di»j <ie(»metrie, die Mechanik, die Physik, die fieodäsie und 
<ieoi>hysik und die A>troniimie beliaudclt und in einem SchluÜbaud 
(leschichte, Philosv»pliif und Didaktik besprechen wird. Eine französisohe 
Ausgabe, von fran/ösischun Mathematikern be>orgt, liat zu t>rscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematioa» Zeitschrift für Ge- 
schichte der Mathematischen Wissenschaften, diis Arohiv der Mathematik 
und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung, die Zeitschrift für Mathematik und Physik, Organ itii' 
angewandte Mathematik, die Zeitschrifb für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht, die Mathomatisch -naturwissenschaft- 
lichen Blätter, ferner das Archiv für Kassen- und Gcsellschafts-Biologie, 
di«' Monatshefte für den naturwissenschaftlichen Unterricht aller 
Schulgattungen, «lie Geographische Zeitschrift, Himmel und Erde, 
illusirierie nalurw issens<'Iiafiliche Monatsschrift u. a. 

::>eit 18C8 verütfent liebe ich: „Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung 
B/G. Teubner*'. Diese jährlidi zweimal erscheinenden „Mitteilungen**, die 
in :U)()U() Exemplaren im In- und Au.-^huide vi»ii mir vcr]»reilet werden, sollen 
das Publikum, das meinem V«rlage Aufmerksamkeit schi'nkl. von den er- 
^ehienenen, unter der i*r«»sse hetind liehen und v«>n «leji vorbereiteten Unter- 
iielimungen des Teubner^ehen Verlags «iureb ausführliche Selbstanzeigen 
dt:r Verfasser in Kenntnis set/en. Die Mitteilungen worden jedem In- 
toressenton auf Wunsch regebuäßig bei Ersoheinen umsonst und 
postfrei von mir übcrsandt. Das ausführliche „Verzeichnis des Verlage 
von B. G. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, Naturwissen- 
schaften, Technik nebst Grenzwisseuschaftou'* 101. Ausgab«.«, mit »'in 
gehender systenuiti<clitr und alphabeiiM'her Dildiographio und einem Ciedeuk- 
lai^ebtich fttr Malhematiker, lo iJild niesen sowi»* einem Anhange, Unter 
haltungsliteratui enthaltend. [(.'XXXl. o:»2 u. *Ji» fc>.| gr. 8. l'Jtm steh' 
Interessenten umsonst uPid (M>stfrei /.ur Vui'hi;;ung. 

B. G. Teul 
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Vorrede. 

In dem Werke, dessen ersten Band ich nach achtzehnjähriger Be- 
schäftigong mit diesem Gegenstände der Öffentlichkeit übergebe, behandle 
ich die Theorie der rationalen und der algebraischen Zahlen nach den 
Gesichtspunkten, welche die moderne Funktionentheorie mit so ge- 
waltigem Erfolge zur Untersuchung der rationalen imd algebraischen 
Funktionen in ihrem weitesten Umfange benutzt hat. 

In der elementaren Arithmetik, wie sie in den „disquisitiones arith- 
meticae^' von Gauß erst im Anfang des vorigen Jahrhunderts systemati- 
siert und zum Range einer Wissenschaft erhoben worden ist, tritt als 
Hauptpunkt die Tatsache der Existenz der rationalen Primzahlen und 
der Satz in den Vordergrund, daß jede rationale Zahl auf eine einzige 
Weise als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kann. Die bahn- 
brechenden Untersuchungen von Kummer über die algebraischen Zahlen 
und die auf ihnen sich aufbauenden Betrachtungen von Dedekind und 
Kronecker gehen genau auf dem von Gauß gewiesenen Wege weiter, 
und so trat jenen Forschem gleich im Anfang die Schwierigkeit ent- 
gegen, daß in diesem höheren Gebiete der Satz von der eindeutigen 
Zerlegbarkeit der Zahlen in Primzahlen nicht mehr besteht. Hierdurch 
wurden sie sofort vor die sehr schwere und zunächst fast unlösbar 
scheinende Aufgabe gestellt, das soeben erst erschlossene Gebiet der 
algebraischen Zahlen systematisch so zu erweitem, daß in dem neuen 
größeren Bereiche dieser Fundamentalsatz wieder seine volle Gültigkeit 
gewinnt. Die Art, wie dieses naturgemäß ganz am Anfang der Unter- 
suchung auftretende schwere Problem von jedem dieser drei Forscher 
durch eine ihm allein eigentümliche Betrachtung bezwungen wurde, 
kann wohl als eine ihrer größten wissenschaftlichen Leistungen an- 
gesehen werden, und das auf diesem schwer gewonnenen Untergmnde 
sich erhebende Gebäude der höheren Arithmetik gehört zu den schönsten 
Ergebnissen, welche die Mathematik der zweiten Hälfte des vorigen 
Jahrhunderts verdankt. 



IV Vorrede. 

In der funktionentheoretisclien Behandlung der rationalen Funktionen 
tritt nun der umstand^ daß jede ganze Funktion auf eine einzige Weise 
in Linearfaktoren zerlegt werden kann, d. h. der Beweis des Gau ß sehen 
Fundamentaltheoremes der Algebra^ zunächst völlig zurück und ebenso 
auch der Wunsch, diese Tatsache etwa als Grundlage für die genauere 
Erkenntnis der Eigenschaften der rationalen und algebraischen Funk- 
tionen zu verwenden; dies würde auch schon aus dem Grunde Schwierig- 
keiten haben, als die Linearfaktoren ^er — a ja keine eigentlichen Prim- 
faktoren sind, weil sie ebenso wie die Quotienten "~" eine Nullstelle 

z — p 

{ss » (t) und einen Pol (js = od) haben. Dagegen tritt hier die Tatsache 
in den Yordei^rund, daß alle rationalen und algebraischen Funktionen 
in der Umgebung einer beliebigen Stelle ihres Bereiches, d. h. in der 
Umgebung eines Punktes der zugehörigen Biemann sehen Fläche 
in Potenzreihen entwickelt werden können, welche nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen des zugehörigen Linearfaktors fortschreiten, so 
zwar, daß jeder solchen Stelle ein Zyklus von konjugierten algebraischen 
Potenzreihen entspricht. Jede zwischen solchen Funktionen bestehende 
rationale Gleichung bleibt dann für den Bereich einer beliebigen Stelle 
richtig, wenn man diese Funktionen durch die zugehörigen Funktionen- 
elemente ersetzt. Allein auf dieser Grundlage baut sich dann höchst 
einfach die Erkenntnis auf, daß die rationalen imd die algebraischen 
Funktionen eindeutige bzw. endlich vieldeutige analytische Funktionen 
sind, welche nur Pole besitzen. Alle weiteren Ergebnisse, insbesondere 
der Satz über die eindeutige Zerlegung dieser Funktionen in Prim- 
faktoren und die transzendente Darstellung dieser einfachsten Elemente 
sind dann verhältnismäßig einfache Folgerungen aus jenem ersten funda- 
mentalen Resultate. 

Seit meiner ersten Beschäftigung mit den Fragen der höheren 
Zahlentheorie glaubte ich, daß die Methoden der Funktionentheorie 
auch auf dieses Gebiet anwendbar sein müßten, und daß sich auf dieser 
Grundlage eine in mancher Hinsicht einfachere Theorie der algebraischen 
Zahlen aufbauen lassen könnte. Die in dieser Richtung geführten 
Untersuchungen habe ich in dem vorliegenden Werke von den ersten 
Grundlagen ausgehend so darzustellen versucht, daß sie einen bequemen 
Eingang in dieses Gebiet gewähren. Die wichtigsten Ergebnisse dieser 
neuen Zahlenlehre lassen sich kurz folgendermaßen zusammenfassen: 

Bei der Untersuchung der rationalen Zahlen in bezug auf ihre 
Teilbarkeit im weitesten Sinne kann man jeder Primzahl p eine Stelle 
zuordnen; eine weitere Stelle entspricht dann der Betrachtung dieser 
Zahlen nach ihrer Gh*öße. Die rationalen Zahlen haben nun die Eigen- 



Vorrede. V 

schafi^ daß sie für eine jede 7on diesen Stellen in konvergente Potenz- 
reihen mit rationalen Zahlkoeffizienten entwickelt werden können^ welche 
nach ganzen Potenzen einer zugehörigen rationalen Entwicklungszahl 
fortschreiten^ und welche über die Beziehungen der dargestellten Zahlen 
zu der betreffenden Primzahl bzw. über alle ihre Größeneigenschafben 
mit jeder vorgegebenen Genauigkeit Aufschluß geben. Jede rationale 
Gleichung zwischen rationalen Zahlen bleibt für den Bereich einer be- 
liebigen Stelle richtige wenn man diese Zahlen durch die zugehörigen 
Potenzreihen ersetzt. 

Die Erweiterung dieser Resultate auf das Gebiet der algebraischen 
Zahlen ergibt dann die folgenden Resultate: Es sei y eine beliebige 
algebraische Zahl n^' Ordnung; wir stellen uns die Aufgabe^ die Zahlen 
des Körpers K{y)y d. h. aUe rationalen Funktionen von y mit ganz- 
zahligen Koeffizienten sowohl in bezug auf ihre Teilbarkeitseigenschaften 
als auch in bezug auf ihre Größe zu untersuchen. Hier ist jeder 
reellen Primzahl p eine bestimmte Anzahl von Stellen zugeordnet, 
genau so, wie in der Theorie der algebraischen Funktionen jedem 
endlichen Werte z ^ a der unabhängigen Variablen eine Anzahl von 
Punkten der zugehörigen Riemann sehen Flache entspricht Alle 
algebraischen Zahlen des Körpers K{y) haben dann die Eigenschaft, 
daß sie für den Bereich einer solchen Stelle in konvergente Reihen 
entwickelt werden können, welche nach ganzen Potenzen einer geeig- 
neten ratioDalen oder algebraischen Entwicklungszahl fortschreiten und 
rationale oder algebraische Koeffizienten besitzen. Zu einer und der- 
selben Stelle gehören im allgemeinen mehrere solche Potenzreihen, 
nämlich der Zyklus aUer derjenigen algebraischen Entwicklungen, welche 
zu einer unter ihnen konjugiert sind. Für den Bereich irgend einer 
reellen Primzahl ^ besitzt jede algebraische Zahl unseres Körpers stets 
n solche voneinander verschiedene Entwicklungen, und diese zerfallen 
von selbst in so viele Zyklen von konjugierten algebraischen Potenz- 
reihen, als es zu p zugeordnete Stellen gibt. Genau dieselben Betrach- 
tungen gelten auch für die Untersuchung der algebraischen Zahlen nach 
ihrer Größe; hier existieren so viele verschiedene Stellen, als die Anzahl 
der unzerlegbaren reellen Faktoren ersten imd zweiten Grades beträgt, 
in welche die linke Seite der Grundgleichung zerfällt, d. h. so viele 
Stellen als die Anzahl der reellen und der Paare von imaginären 
Wurzeln jener Gleichung beträgt. 

Auch hier besteht der allgemeine Satz, daß die rationalen und die 
algebraischen Zahlen für den Bereich einer jeden reellen Primzahl und 
auch ihrer Größe nach eindeutig, bzw. endlich vieldeutig sind, und daß 
ihre Entwicklungen nur für eine endliche Anzahl von Stellen mit nega- 
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tiyen Potenzen der Eutwicklnngszahl in endlicher Anzahl beginnen; 
hierans folgt dann der Satz, daß jede algebraische Zahl auf eine 
einzige Weise als ein Produkt von Primteilem dargestellt werden 
kann. 

Jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten zwischen 
beliebig vielen algebraischen Zahlen des Körpers bleibt nun für den 
Bereich aller Stellen richtig, wenn man die Zahlen durch die ihnen 
entsprechenden Reihen ersetzt. Jede solche Gleichung repräsentiert 
einen algebraischen Satz, wenn man die in ihnen aufb^tenden Zahlen 
ihrer Ghröße nach betrachtet, sie ergibt ein arithmetisches Theorem, 
wenn man diese Zahlen fQr eine zu einer reellen Primzahl gehörige 
Stelle untersucht. Bei dieser Auffassung ergibt sich ein vollständiger 
Parallelismus zwischen den Sätzen über die Oröße und denjenigen über 
die Teilbarkeit der algebraischen Zahlen. 

Es sei mir endlich noch gestattet, kurz zu erwähnen, in welchen 
Punkten die hier entwickelte Theorie der algebraischen Zahlen eine Ver- 
einfachung gegenüber den oben erwähnten ausgezeichneten Darstellungen 
dieser Disziplin zu ergeben scheint. Fast alle arithmetischen Sätze 
über die algebraischen Zahlen erhält man hier deshalb ganz besonders 
einfach, weü man jede von den n zu einer Primzahl p gehörigen 
Entwicklungen einer algebraischen Zahl isolieren und sie ebenso für 
sich allein betrachten kann, wie ein einzelnes Element einer alge- 
braischen Funktion in der Umgebimg eines Punktes ihrer Riemann- 
schen Fläche; hier braucht man also nicht die zugehörige Gleichung, 
d. h. die Gesamtheit der n konjugierten Entwicklungen zu betrachten, 
und ebenso fällt die Bildung und die arithmetische Untersuchung von 
Resultanten und Diskriminanten fort, wodurch in den andern Theorieen 
der Überblick mitimter erschwert wird. Ebenso vereinfachen sich die 
Beweise fast aller hier in Betracht kommenden Sätze und Beziehungen 
dadurch außerordentlich, daß man ihre Richtigkeit zuerst für den Bereich 
jeder einzelnen Stelle fast immittelbar in Evidenz setzen, und dann 
zeigen kann, daß und wie sie für die Gesamtheit aller Stellen gelten. 
Endlich erwuchs der allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen 
dadurch eine beträchtliche in manchen Fällen bisher noch nicht völlig 
überwundene Schwierigkeit, daß fQr den gerade betrachteten Körper 
K{y) gewisse reelle Primzahlen eine Ausnahmestellung einnahmen, so 
daß die Ergründung ihrer Eigenschaften besondere, nicht immer einfache 
UntersQchungen nötig machte; es erscheint mir als ein wesentlicher 
Vorzug der neuen Theorie, daß hier solche Ausnahmen überhaupt nicht 
auftreten. 



Vorrede. VII 

In dem Yorliegenden ersten Bande wird die allgemeine Theorie 
der Teilbarkeit der algebraischen Zahlen vollständig entwickelt. An 
sie schließt sich im Anfange des zweiten Bandes die Untersuchung 
dieser Zahlen in bezug auf ihre Größe an; die so gewonnenen Resultate 
sollen dann auf die genaue Untersuchung der besonderen algebraischen 
Zahlkörper angewendet werden. Die Vorarbeiten flr diesen Band sind 
bereits so weit gediehen, daß seine erste Hälfte bald erscheinen kann. 

Bei der Vorbereitung für die Veröflfentlichung der ersten Hälfte des 
vorliegenden Bandes wurde ich durch Herrn Jordan, jetzt Lehrer an 
der Kotsi- Hochschule in Tsinanfu, in dankenswerter Weise unterstützt, 
ebenso bei Durchsicht der Druckbogen durch meine verehrten Kollegen 
Professor Fueter in Basel und Professor E. Neumann; ihr wertvoller 
Rat ist mir an manchen Stellen von großem Nutzen gewesen. Ganz 
besonderen Dank schulde ich Herrn Geheimrat E. Netto, welcher die 
Druckbogen des ganzen Werkes mit der größten Soi^alt durchgesehen 
imd mir in schriftlichem und mündlichem Verkehre reiche Anregung 
für die einfache und klare Darstellung der Theorie gegeben hat. End- 
Uch gilt mein Dank der Verlagsbuchhandlung von B. G. Teubner, 
die mir meine Arbeit durch verständnisvolles und entgegenkommendes 
Eingehen auf meine Wünsche wesentlich erleichterte. 

Marburg, den 12. Juli 1908. 

Kl Hensel. 
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Erstes Kapitel. 

Die positlyen ganzen ZaUen nnd die elementaren 
Bechenoperationen. 



§ 1. Einleitimg. Die Methoden der Zahlentheorie und der Fnnktionen- 

theorie. 

Zwischen den beiden größten und wichtigsten Disziplinen der 
modernen Mathematik ^ der Fonktionentheorie und der Zahlentheorie; 
besteht bezüglich der Resultate eine sehr merkwürdige und weitgehende 
Analogie ; aber in ihren Methoden eine große Verschiedenheit; und 
man kann von vornherein sagen, daß eine Yergleichung jener beiden 
Disziplinen bezüglich der Brauchbarkeit und Wirksamkeit ihrer Methoden 
sehr wesentlich zu gunsten der Analysis ausfällt. 

Die Analysis liefert uns die Mittel, die zu untersuchende Funktion 
einer komplexen Variabein in der Umgebung einer jeden Stelle e ^a 
oder z = oo zu studieren; denn wir sind imstande, das zugehörige 
Funktionenelement in der Form einer Potenzreihe darzustellen, die in 
einem Kreis oder Kreisring um den betrachteten Punkt konvergent ist. 
Wir erhalten so für jede endliche Stelle e = a die Darstellung 

V 

für die unendlich ferne Stelle xr = oo 

Durch analytische Fortsetzung können wir zwar aus einem Funktions- 
elemente alle anderen herleiten und damit die Eigenschaften der Funk- 
tion in der ganzen komplexen Zahlenebene studieren, auch wenn wir 
nur ein einziges ihrer Elemente kennen. Wenn das jedoch der ein- 
zige Weg zur Darstellung der einzelnen Funktionselemente wäre, so 
würde unsere Funktionentheorie wenig brauchbar sein, obwohl der 
hohe theoretische Wert dieser Methode nicht zu bestreiten ist. Daher 
ist es von größter Wichtigkeit, daß wir auch imstande sind, die 

Hentel, Theorie der algebraifohen Zahlen. L j^ 
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einzelnen Fonktionselemente unabhängig voneinander zu finden, und 
zwar ist das immer der Fall^ wenn die Funktion durch eine algebraische 
oder durch eine Differentialgleichung^ oder auch durch eine Funktional- 
gleichling gegeben ist Auf diesem Wege kommen wir zu voller Ein- 
sicht in die Eigenschaften der analytischen Funktionen und gewinnen 
gleichzeitig vollständige und höchst einfache Kriterien, um die großen 
Klassen jener Funktionen zu charakterisieren. 

Bekanntlich scheiden sich die analytischen Funktionen zunächst 
in drei große Klassen: 

1) Die rationalen Funktionen, welche in der ganzen Ebene ein- 
deutig sind und keine anderen Singularitäten als Pole besitzen. 

2) Die algebraischen Funktionen, u ist eine algebraische Funktion 
von e, wenn u einer algebraischen Oleichung: 

genügt, deren Koeffizienten gi(js) rationale Funktionen von js sind. 
u ist dann und nur dann eine algebraische Funktion von xr, wenn sie 
endlich vieldeutig ist, und ebenfalls nur polare Unstetigkeiten besitzt. 

3) Die transzendenten Funktionen. Eine Funktion u ist dann 
und nur dann transzendent, wenn sie weder rational, noch algebraisch 
ist, wenn sie also mindestens eine „wesentlich singulare Stelle'^ besitzt, 
oder aber unendlich vieldeutig ist. Diese große und wichtige Klasse 
hat nach dem analytischen Charakter der in ihr enthaltenen Funktionen 
eine weitgehende Unterteilung erfahren; gerade für die genauere Er- 
kenntnis der transzendenten Funktionen hat die moderne Funktionen- 
theorie das Größte geleistet. 

Ganz anders ist dies bei den Zahlen. Auch hier haben wir aller- 
dings eine ganz entsprechende Einteilung, indem wir wiederum drei 
Klassen unterscheiden: 

1) Die rationalen Zahlen. Es sind dies die gewöhnlichen ganzen 
Zahlen und die Brüche, d. h. die Zahlen, welche sich als Quotienten 
zweier ganzen Zahlen darstellen lassen. 

2) Die algebraischen Zahlen. Eine Größe x ist eine algebraische 
Zahl, wenn sie Wurzel einer algebraischen Gleichung: 

^ + Qi^"^ H \-9n^^ 

ist, deren Koeffizienten ganze oder gebrochene rationale Zahlen sind. 

3) Die t^szendenten Zahlen. In diese Klasse gehören alle 
Zahlen, die weder rational noch algebraisch sind. 

Die IJntersuchungsmethoden für die Zahlen sind nun viel weniger 
entwickelt als diejenigen für die Funktionen. Es ist allerdings leicht 
zu bestimmen, ob eine durch einen Dezimalbruch gegebene Zahl 
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rational ist oder nicht; denn ein unendlicher Dezimalbruch ist dann 
und nur dann gleich einer rationalen Zahl^ wenn er periodisch ist. 
Dagegen erfordert die Entscheidung, ob eine Zahl algebraisch oder 
transzendent ist, schwierige Untersuchungen und die Anwendung 
individueller Methoden für jedes einzelne Problem, während derselbe 
Nachweis für Funktionen im allgemeinen leicht ist. Daher hat man 
bis jetzt eigentlich nur für die beiden speziellen Zahlen e und n den 
Nachweis ihrer Transzendenz geführt. Allgemeine brauchbare Kriterien, 
um eine Zahl als transzendent zu charakterisieren, gibt es nicht, und 
wir sind weit entfernt von einer ähnlich genauen Kenntnis dieser Zahlen, 
wie wir sie bei den transzendenten Funktionen lange besitzen. 

Der Grund, warum die allgemeine Untersuchung der Zahlgrößen 
so außerordentlich viel schwieriger ist als die der Funktionen, scheint 
mir nun ausschließlich der zu sein, daß wir für die Zahlen im wesent- 
lichen nur eine einzige Darstellung kennen, während wir für jede Funk- 
tion unendlich viele Funktionenelemente finden können. Für die Zahlen 
haben wir nämlich allein die Darstellung ihrer Größe nach, z. B. in 
Form eines Dezimalbruches mit reellen oder komplexen Koeffizienten. 
Für eine reelle positive oder negative Zahl besteht nämlich stets die ein- 
deutig bestimmte Entwicklung: 

wo die Oy Ziflfem aus der Reihe 0, 1, ... 9 sind. Im Fall einer kom- 
plexen Zahl C ^ A + Bi erhalten wir die analoge Darstellung: 

o-±2«.(ä)'±'-^».(i.)'-±2(«.±».)(ä)'. 

V V V 

wo die Ziffern a^ und 6^ wieder Zahlen der Reihe 0, 1 , ... 9 bedeuten. 
Wir haben also für. die Zahlen nur die Entwicklung nach fallenden 
Potenzen von 10 oder, was genau dasselbe ist, von irgend einer 
anderen Grundzahl; der Form nach entspricht dies der Entwicklung 
einer analytischen Funktion f{z) nach fallenden Potenzen von z^ 
d. h. in der Umgebung der unendlich fernen Stelle. Die Theorie der 
Fimktionen würde genau dieselben Schwierigkeiten bieten wie die der 
Zahlen, wenn wir für sie etwa auch nur eine Entwicklung kennen 
würden, wenn sie z. B. nur in der Umgebung des Nullpunktes oder 
des unendlich fernen Punktes, also durch eine einzige Potenzreihe 
2<^i^ gegeben wären und wenn wir daraus alle ihre Nullstellen, 
Pole usw. finden sollten. Wenn man nun für die Darstellung der 
Zahlen dieselbe Mannigfaltigkeit erreichen kann, wie sie die Lehre von 
den Funktionen auszeichnet, so wird man auf dem Wege sein, die 



4 Erstes Kapitel. 

Zahlentheorie zu derselben methodischen Vollkommenheit und leichten 
Anwendbarkeit zu führen, welche die Funktionentheorie seit den grund- 
legenden Untersuchungen von Cauchy, Riemann und Weierstraß be- 
sitzt. Diese neue Darstellung möchte ich hier von ihren ersten Anfangen 
an geben. Dabei brauche ich fast nichts an arithmetischen Kennt- 
nissen vorauszusetzen; denn die wenigen Hilfsmittel aus der elementaren 
Theorie der Zahlen werden wir hier in naturgemäßer Weise selbst 
herleiten. 

§ 2. Die ganzen Zahlen. Primzalüen. Darstellung der ganzen Zahlen 
for den Bereich einer Primzahl. 

Die einzigen Zahlen, welche uns von Natur gegeben sind, sind die 
ganzen positiven Zahlen. Von diesen gehen wir aus und knüpfen die 
Erweiterung des Zahlengebietes an sie an. In der elementaren Arith- 
metik wird gezeigt, daß und wie man die ganzen Zahlen durch die 
Operationen der Addition und Multiplikation miteinander verbinden 
kann und daß man durch Anwendung dieser Operationen nicht aus dem 
Bereich der ganzen Zahlen herausgeführt wird. Für die elementare 
Zahlentheorie ist die Multiplikation besonders wichtig, da die multipli- 
kativen Eigenschaften der Zahlen sich leicht ermitteln lassen, während 
die meisten Fragen der additiven Zahlentheorie sehr schwierig sind. 

Die erste sich uns darbietende Frage ist die nach den einfachsten 
Elementen, aus denen sich alle Zahlen multiplikativ zusammensetzen 
lassen. Sie wird durch den folgenden elementaren Satz beantwortet, 
der hier nicht mehr bewiesen zu werden braucht: 

Unter den ganzen Zahlen gibt es einfachste Elemente, 

die Primzahlen: 

2, 3, 5, 7, 11, . . . 

welche multiplikativ nicht weiter in einfachere Bestandteile 
zerlegt werden können. Es gibt, wie schon Euklid bewiesen 
hat, unendlich viele Primzahlen. Jede andere ganze Zahl läßt sich 
auf eine einzige Weise als Produkt von Primzahlen darstellen. 
Unsere nächste Aufgabe ist nun, das Verhalten einer gegebenen 
Zahl A in bezug auf eine gegebene Primzahl p genau zu ergründen. 
Es ist zuerst zu untersuchen, durch welche Potenz der Primzahl die 
gegebene Zahl teilbar ist, d. h. man hat A in der Form p^A^ dar- 
zustellen, wo A^ nicht mehr durch p teilbar ist. Hieran schließt sich 
dann die weitere Untersuchung der Zahl ^. Diese sowie alle andern 
hierhergehörigen Fragen werden am einfachsten und naturgemäßesten 
beantwortet, wenn man sich entschließt, die ganzen Zahlen ebenso 
nach Potenzen jener Primzahl zu entwickeln, wie man in der Funktionen- 
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theorie die in der Umgebong einer Stelle jer =» a zu untersuchende 
Funktion nach steigenden Potenzen des zugehörigen Linearfaktors 
z — a entwickelt. Für diese Darstellung gilt der folgende Satz: 

Jede ganze positive Zahl A läßt sich auf eine einzige 

Weise nach steigenden Potenzen der Primzahl p entwickeln, 

d. h. in der Form: 

(1) A^% + a^p + a^p^ + • • • + a^pi 

so darstellen, daß die Koeffizienten a^ eindeutig bestimmte 

Zahlen der Reihe 0, 1, 2, • • • (p — l) sind. 
Diese Entwicklung ist nichts anderes als die Darstellung der Zahlen 
im p-adischen Zahlensystem, d. h. im System mit der Grundzahl p, 
und entspricht genau der gewöhnlichen Darstellung der Zahlen im 
System mit der Grundzahl 10. Die Koeffizienten dieser Entwicklung 
sind offenbar eindeutig bestimmt; man findet sie am einfachsten durch 
fortgesetzte Division mit p, indem man das folgende System von 
Gleichungen bildet: 

(2) ; 

Hier bedeutet allgemein a^ den kleinsten nicht negativen Rest, welchen 
A^ bei der Division durch p läßt. Da die Zahlen -4, -4^, . . . eine ab- 
nehmende Reihe bilden, so muß einmal ein Quotient A^ selbst kleiner 
als py der nächstfolgende also Null werden, so daß die Reihe nach 
einer endlichen Anzahl von Divisionen abbricht. Multipliziert man die 
Gleichungen des Systems (2) sukzessive mit l,p,p*. . -P^ und addiert 
sie dann, so ergibt sich nach Weglassung der beiderseits auftretenden 
Glieder A^p' die gesuchte Gleichung (1).- Zur Erläuterung wollen wir 
die Zahl 216 nach Potenzen von 5 entwickelu. Wir erhalten dafür 

die Gleichungen: 

216 =» 1 + 5 . 43, 

43 = 3 + 5 . 8, 

8 = 3 + 5.1, 
1 = 1. 

Hieraus ergibt sich die Entwicklung: 

216 = 1 + 3 . 5 + 3 . 5» + 1 . 5^ 

Diese Darstellung ist keineswegs auf Primzahlen beschränkt; statt 
der Primzahl p könnten wir auch jede beliebige andere ganze Zahl 
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wählen. Wir werden jedoch aus einem später anzugebenden Grunde 
im folgenden nur die Entwicklungen nach Primzahlpotenzen benutzen. 

Die soeben gefundene Gleichung (1) wollen wir die Darstellung 
von A für den Bereich von p oder als p-adische Zahl nennen. 
Für jede Zahl A gibt es also ebensoviele verschiedene Darstellungen, 
als es Primzahlen gibt. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise bei den folgenden Unter- 
suchungen wollen wir noch einige nützliche Bezeichnungen einführen. 
Unter den Eoefüzienten a^^ a^, . . . können gewisse Null sein. Es sei 
a^ der erste nicht verschwindende Koeffizient, so daß die Entwicklung 
von A sich iÄ der Form: 

-4 = a^p'' + a„+ii)«+' + • • • + a^p^ 
oder 

A ^p^{a^+ a^^.p + . . • + a^p^''') 

darstellt; d. h. A ist genau durch p" und durch keine höhere Potenz 
von p teilbar. Diese Tatsache drücken wir aus mit den Worten 
,yA besitzt in bezug auf p die Ordnungszahl a''. Jede Zahl 
unseres Bereiches besitzt also in bezug auf eine gegebene Primzahl eine 
bestimmte Ordnungszahl a, die eine ganze positive Zahl oder Null 
sein kann. 

Eine Zahl 

JE = 6o + e^i) + 6gp2 + . . . 

heißt eine Einheit für den Bereich von p^ wenn sie in bezug auf 
p die Ordnungszahl Null hat, wenn also c^^ > ist. Eine Einheit füi* 
den Bereich von p ist denmach jede durch p nicht teilbare Zahl. 
Jede andere Zahl A läßt sich für den Bereich von p auf eine einzige 
Weise in der Form: 

A^p'^'E 

darstellen, d. h. als Produkt einer Einheit und einer Potenz von p, 
deren Exponent gleich der Ordnungszahl von A ist. Die größte in 
einer Zahl A enthaltene Potenz von p wollen wir auch den abso- 
luten Betrag von A für den Bereich von p nennen und durch 
\ ^\"^P" bezeichnen. 

Bildet man aus zwei Zahlen 

das Produkt 

AB^p^^t'EE', 

so findet man, da das Produkt zweier Einheiten ofifenbar wieder eine 
Einheit ist, den Satz: 

Die Ordnungszahl eines Produktes aus zwei oder mehreren 
Faktoren ist gleich der Summe der Ordnungszahlen seiner 
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Faktoren. Oder auch der "absolute Betrag eines Produktes 
ist gleich dem Produkte der absoluten Beträge seiner Faktoren. 
Zur leichteren Repräsentation einer j)-adischen Zahl 

J. = flfo + «iP + <hJ^ + f- <^qP^ 

will ich nach Analogie der Dezimalbrüche die Darstellung: 

(3) A^a^.a^a^'^a^ (p) 

benutzen, in der allgemein der mit p* multiplizierte Koeffizient a* an 
die h^ Stelle hinter dem Komma gesetzt ist; das beigefügte (p) soll 
angeben, daß die Darstellung für den Bereich von p gilt. So ver- 
treten z. B. die Gleichungen: 

216 « 0,0011011 (2) 

= 0,0022 (3) 

= 1,331 (5) 

bzw. die folgenden ausführlichen Gleichungen: 

216 = 1 . 2» + 1 . 2* + 1 . 2« + 1 . 2' 
= 2 . 3« + 2 . 3* 
= 1 + 3 . 5 + 3 . 5« + 1 . 5». 

Die abgekürzte Schreibweise (3) einer Zahl setzt uns auch in den Stand, 
ihre Ordnung unmittelbar abzulesen, denn diese ist gleich der Anzahl 
der Nullen, die am Anfang stehen. 

§ 3. Die Näherungswerte, die reduzierte und nicht reduzierte Darstellung 
der Zahlen. Die Addition und Multiplikation. 

Bei der Untersuchung einer Zahl A für den Bereich von p kann 
man meistens von den höheren in ihr auftretenden Potenzen von p, 
d. h. von ihren späteren Ziffern ebenso absehen, wie man bei einer 
durch einen Dezimalbruch dargestellten Zahl nur eine gewisse Zahl 
ihrer Anfangsziffem braucht, d. h. sich mit einem für die Zwecke der 
jedesmaligen Untersuchung genügend genauen Näherungswerte begnügt. 
Aus diesem Grunde will ich auch bei unserer Untersuchung Näherungs- 
werte für den Bereich von p einführen, und ich definiere dieselben 
folgendermaßen : 

Unter dem ¥^ Näherungswerte der Zahl 

(1) A = ÜQ, a^a^ • • • a^a^t+i • • • «o 

verstehe ich die Zahl: 
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die ich erhalte^ wenn ich in A alle auf ajt folgenden Ziffern w^lasse. 
So ist beispielsweise: 

Aq = tto ^1 « ao, tti ^ = tto, OiÄj, • • • . 
Wir bekommen so eine wohldefinierte Reihe von Zahlen 

A^y Ai, A^f ' ' ' Ak ' ' • 
die mit A bzw. in der ersten, den beiden ersten, den drei ersten . . . 
den (k+ 1) ersten Stellen übereinstimmen und für die allgemein: 

Ak+i^ Ak + ak+ip^-^^ 
ist. Auch für die Zahl A selbst besteht eine Oleichung: 

A=^A,+p^^^Äk, 
d. h. sie ist gleich ihrem Ä;*®° Näherungswerte, vermehrt um eine Zahl, 
die mindestens durch p*+^ teilbar ist. Die Reihe der Nähenmgs werte 
von A bricht mit dem p*^ ab. Fügt man aber in der Darstellung (1) 
von A, was offenbar erlaubt ist, hinter a^ noch beliebig viele Nullen 
hinzu, so besitzt diese Zahl a^, a^ . . . a^OO . . . beliebig viele auf A^ 
folgende Näherungswerte, welche aber alle mit A^ =^ A überein- 
stimmen. 

Mit Hilfe des Begriffs der Näherungswerte definieren wir die 
Kongruenz zweier Zahlen unseres Bereiches auf folgende Weise: 

Zwei Zahlen A und A' heißen kongruent für den Mo- 
dul p*, wenn ihre (Ä— 1)*®^ Näherungswerte für den Bereich 
von p, also auch alle früheren, übereinstimmen. Man drückt 
diese Beziehung folgendermaßen aus: 

A = A' (modi>*). 
Schreiben wir A und A' in der Form 

A = Ak^t + i>*J:*-i, A' = A'k^i +i)*Ä-i, 
so ist also die Bedingung der Kongruenz modulo j/ gegeben durch: 

-4*-i =» J.i«i, 
und hieraus folgt sofort, daß -4 — ^' =|)*(-4jt__i — J^t_i) ist, d.h. 
der Satz: 

Zwei Zahlen sind dann und nur dann modulo p^ kon- 
gruent, wenn ihre Differenz durch p^ teilbar ist. 
Bisher haben wir bei der Darstellung 
(2) A = af, + a^p + a^p^ + -- + a^p^ 

einer Zahl für den Bereich von p vorausgesetzt, daß ihre Ziffern der 
Reihe 0, 1, • • • jp — 1 angehören, d. L modulo p reduzierte ganze 
positive Zahlen sein sollen. Mitunter werden wir uns von dieser 
Beschrankung freimachen und auch Darstellungen: 
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(2a) ^ - äo + öii) + ä^p^ + • • • + ä^p'' 

zulassen; bei denen die Ziffern ä^ beliebige ganze positive Zahlen sein 
können. Wir werden aber solche allgemeinere ^nicht reduzierte" Dar- 
stellungen von der eindeutig bestimmten ^reduzierten" Darstellung (1) 
genau unterscheiden. Es ist sehr leicht, eine solche nicht reduzierte 
Darstellung (2 a) von ^1 in die reduzierte Form (2) überzufahren. Zu 
diesem Zwecke forme ich (2a) identisch um, indem ich schreibe: 

A = (äo-i>0 + (öl +«1 -l>«,)p + («2 + fa-i>f8)P* + • • • 

= ao + »il> + «>P^H • 

Hier lassen sich nun die Zahlen e^, b^, e^ . , . auf eine einzige Weise so 
bestimmen ; daß die neuen Koeffizienten %, a^y o^y - - - reduziert sind. 
Man erhält nämlich die folgenden linearen Bestimmungsgleichungen: 

^2 +% = «>+ P^8, 



Aus der ersten Gleichung bestimmt sich a^ eindeutig als der kleinste 
positive Divisionsrest von a^ durch p, und e^ als der Quotient dieser 
Division ist ebenfalls eindeutig bestimmt; aus der zweiten Gleichung 
bestimmen sich ebenso o^ und £2; ^^^- Diese Gleichungen ergeben 
also stets eine eindeutig bestimmte Lösung, wie groß auch ihre Zahl 
sein mag. Multiplizieren wir die Gleichungen des obigen Systems 
bzw. mit \, Pj p^ , , , und addieren sie, so heben sich die mit den 
Zahlen e^ multiplizierten Glieder auf beiden Seiten fort, und wir er- 
halten genau die gesuchte reduzierte Darstellung. 

Schreibt man auch die nicht reduzierte Darstellung (2 a) in der 
abgekürzten Form: 

A = Öq, äiöji • • • Ö<y, 

so wird diese dadurch in die reduzierte Form übergeführt, daß 
man von links nach rechts gehend jede Ziffer a^ durch ihren 
kleinsten positiven Rest modulo p ersetzt, dafür aber die nach rechts 
benachbarte Ziffer ä^^^ um b^ vermehrt, wenn in der vorigen t^p weg- 
gelassen wurde. Ist z. B. 

A = 7,53086 (3), 

so erhält man durch sukzessive Transformation nach dem soeben 
angegebenen Verfahren die reduzierte Form von A folgendermaßen: 

A = 7,53086 = 1,73086 = 1,15086 = 1,12186 - 1,12128 
= 1,121222 r3). 
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Bei dieser nicht reduzierten; und falls p größer als 10 ist, auch bei 
der reduzierten Darstellung , können auch Zahlen als Koeffizienten der 
Potenzen von p auftreten, für die wir keine einfachen Zeichen mehr 
haben, wie 10, 11, ... . In diesem Fall trennen wir die Koeffi- 
zienten der verschiedenen Potenzen bei der abgekürzten Darstellung 
durch einen etwas größeren Zwischenraum, so daß auch hier Miß- 
verständnisse ausgeschlossen sind, z. B.: 

^ = 2, 13 15 7 2 3 8 16 (5). 
Auch hier läßt sich die Überführung von Ä in die reduzierte Form 
ebenso leicht bewerkstelligen, wie vorher. 

Schon oben haben wir gesehen, daß eine Zahl ungeändert bleibt, 
wenn man zwei aufeinanderfolgende Ziffern (a^, a/+i) durch 

(^i+P, a/+i- 1) 
ersetzt. Man kann also auch hier wie bei der gewöhnlichen Dar- 
stellung der Zahlen eine Ziffer durch „Borgen^' von der nächst- 
benachbarten vergrößern. Der einzige Unterschied ist, daß man hier 
nicht von der nach links, sondern von der nach rechts benachbarten 
borgt. So ist z. B. 

1, 30041 = 1, 30531 = 1, 35431 (5). 
Die beiden ersten elementaren Operationen die Addition und 
Multiplikation sind in dem Oebiete der ganzen Zahlen unbeschränkt 
ausführbar. Sind 

^ = ao + aip-f aai}*+ • • •, B '^h + hP + hP^ + '" 
zwei ganze Zahlen, so kann ihre Summe und ihr Produkt, allerdings 
nicht in der reduzierten Form, sofort hingeschrieben werden; es ist 
nämlich: 

A+B^(a,+ \) + (a,+ h,)p + (a, + b,)p' + • - ., 
AB^ a^b^ + (a^bi + a^bo) p + (a^b^ +a^b^ + a^b^) jp* H , 

und diese Darstellungen sind dann nach der oben gegebenen Vorschrift 
in ihre reduzierte Form überzuführen. Tut man dies zunächst bei der 
Summe, so erkennt man leicht, daß zwei Zahlen in dieser Darstellung 
genau so addiert werden wie zwei Dezimalbrüche, nur beginnt die 
Addition nicht bei den letzten, sondern bei den ersten Ziffern Uq 
und fc^; und falls eine der so sich ergebenden Ziffern größer als 
(jp — l) ausfällt, so wird nicht die nach links, sondern die nach rechts 
benachbarte Ziffer um die entsprechende Zahl von Einheiten vermehrt. 
Wörtlich dasselbe gilt auch für die Multiplikation für den Bereich 
von p. Man übersieht das Verfahren am einfachsten an den beiden 
folgenden Beispielen, in denen die Primzahl p gleich 5 angenommen ist: 
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2, 3102114 
+ S, 1,4,1,2 2 1 3i (5) 

0,0 1 2 413 4 

Bei der Multiplikation erscheint das Verfahren am einfachsten, daß 
man zunächst alle Teilprodukte in der nicht reduzierten Form auf- 
schreibt, diese addiert und dann erst am Schluß das Resultat auf die 
reduzierte Form bringt. Zur Erläuterung geben wir das Beispiel: 

1, 3 2 4 

3, 4 2 

3, 9 6 12 

4 12 8 16 (5) 

2 6 4 8 

3, 9 10"26~14~2Ö~8"" 
= 3, 4 1 3 4 3 2 2. 

Es seien Ä und B zwei Zahlen und allgemein Ak und Bk für 
ifc = 0, 1, 2 • • • ihre Näherungswerte für den Bereich von p. Bezeichnet 
man nun mit (Ä + B)k und (AB)k die Jc^^ Näherungswerte der Summe 
und des Produktes von A und B, so bestehen fiir jede noch so hohe 
Potenz von p die Kongruenzen: 

(A + B)k ^ Ak + Ä (mod p*+0, 
{AB)k ^AkBk (modp*+0. 
Es gilt also der Satz: 

Der Jc^ Näherungswert der Summe, bzw. des Produktes 
zweier Zahlen ist kongruent der Summe, bzw. dem Produkte 
der Ä*®° Näherungswerte dieser Zahlen für den Modul p*"*"^. 
Der Beweis ergibt sich sofort aus den Gleichungen: 

A = Ak +l^^^Äk, B = Bk+^^'Bk 

durch Addition bzw. Multiplikation. Umgekehrt ist die Summe 
A + B bzw. das Produkt AB zweier Zahlen A und B offenbar als 
diejenige Zahl eindeutig bestimmt, deren Näherungswerte für jede 
noch so hohe Potenz von p als Modul der Summe bzw. dem Produkt 
der entsprechenden Näherungswerte von A und B kongruent sind. Mit 
Hilfe dieser Definition können Summe und Produkt zweier Zahlen 
durch ihre Näherungswerte bis zu beliebig hoher Ordnung genau 
ebenso abgekürzt berechnet werden, wie dies beim Rechnen mit den 
gewöhnlichen Dezimalbrüchen der Fall ist. Wesentlich ist aber 
das theoretische Resultat, daß durch jene sukzessiven Kongruenzen 
A+B und AB eindeutig bestimmt sind. Gerade diese Definition 
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werden wir auch bei den inversen Rechenoperationen, der Subtraktion 
und Division^ benutzen^ wenn der Bereich der ganzen positiven Zahlen 
zu klein ist, um die Resultate jener Operationen geschlossen dar- 
zustellen. 

§ 4. Die Subtraktion. Erweiterung des Gebietes der ganzen Zahlen 
durch Einfahrung der Zahlen für den Bereich von p oder der allgemeinen 

i^-adischen Zahlen. 

Wir haben gesehen^ daß die beiden ersten elementaren Operationen^ 
die Addition und Multiplikation^ in dem von uns bisher betrachteten 
Bereiche der ganzen positiven Zahlen unbeschränkt ausführbar sind. 
Dasselbe gilt nicht mehr fQr die beiden inversen Operationen, die 
Subtraktion und die Division, und das kann auch nicht der Fall sein; 
denn die erste dieser beiden Operationen ist nur dann unbeschnLnkt 
ausführbar, wenn man die negativen, die zweite nur, wenn man die 
gebrochenen Zahlen hinzunimmt. Diese beiden Klassen von Zahl- 
größen sind Rechnungssjmbole, deren Bezeichnung zunächst will- 
kürlich ist. Nur muß die Einführung so geschehen, daß die funda- 
mentalen Oesetze, die für das Rechnen mit den ganzen positiven 
Zahlen gelten, auch in dem erweiterten Oebiete eriialten bleiben. Wir 
wollen die negativen und gebrochenen Zahlen für den Bereich von p 
in einer neuen, für die hier auftretenden Fragen zweckmäßigeren Weise 
definieren, und die so sich ergebende Erweiterung des Zahlbegriffes 
wird ihre Brauchbarkeit bei allen tiefer gehenden Untersuchungen der 
Arithmetik bewähren. 

Sind zwei ganze Zahlen gegeben: 

A = ao, a^a^ • • • »^j ^ = *o; \h "'^q iP)> 
die von gleicher Ziffemzahl vorausgesetzt werden können, da jeder 
Zahl rechts beliebig viele Nullen zugefügt werden dürfen, so versteht 
man unter ihrer Differenz A — B eine Zahlgröße ^ 

welche der Gleichung 

(1) B+C=^A (p) 

oder der Bedingung 

(la) (6o + Co) + Q>i+Ci)P+ {h + <^s)P'+ % + (hP + «2l^' + - •• 

genügt. Ich muß also die noch unbekannten Größen Cq, q, Cg . . . als 
Zahlen der Reihe 0, 1, • • • jp— 1 so bestimmen, daß die auf der linken 
Seite von (la) stehende Zahl, nachdem sie auf die reduzierte Form 
gebracht ist, mit der Zahl A übereinstimmt. Zu diesem Zwecke 
schreibe ich B + C in der Form: 
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(&0+ Oo) + (Pi+OP + (h+ ^)l>'+ • • • 
= (^0+ Co-Ph) + («1 + h+<^i-P^%)P + (h + h+<^i''Ph)P*+ ' • •; 
wo die ^19 B^y B^ ' • ' so zu bestimmen sind^ daß die betreffenden Koeffi- 
zienten bzw. gleich a^y a^ a^ . . . werden. Es ergeben sich also f&r die 
Cq,c^,C2 * ' ' folgende Bestimmungsgleichimgen: 

h + <^o—Ph^%> 
(2) ' a^ + jj + Cj-^fj-ai, 

£$ + h + <^i—Ph^^9f 

oder, wenn wir sie nach den Koeffizienten c^ auflösen: 
Co ==«0 -h +Ph> 

(2a) Cj =aj —63 +Pf8-^»; 



Hieraus bestimmen sich nacheinander die Cq, c^y c^ . , . eindeutig als 
reduzierte Zahlen; die Su e^y s^ . . , bestimmen sich gleichfalls ein- 
deutig, und zwar ist s^ gleich oder 1, je nachdem a/.i nicht 
kleiner oder kleiner als (6,«i + f/>.i) ist. 

Die so sich ergebende Vorschrift für die Subtraktion einer Zahl 
B = 6o> ^1^2 ' " ^Q von einer andern Ä = a^, a^a^ - - a^ stimmt also 
vollständig mit derjenigen für die Subtraktion eines Dezimalbruches 
von einem andern überein. Nur muß man auch hier wieder die 
Operation mit den beiden ersten Ziffern links ^ d. h. mit a^ und \ 
beginnen und sich, falls h^ > a^ ist, eine Einheit der folgenden Stelle 
borgen usw. Zum Zeichen, daß ich von einer Stelle eine Einheit 
geborgt habe, setze ich einen Punkt vor die betreffende Zahl Zur 
Veranschaolichung führe ich das folgende Beispiel durch, bei dem 
p^b gewählt ist: 

3, .1 .3 .0 .0 .2 .3 .1 . . 
- 4, 2 4 3 2 3 4 ^^ 

4^ "slTl 2 3 3. 

Wählt man p größer, etwa gleich 17, so können wieder zweistellige 
Zahlen als Ziffern in unserer DarsteUung auftreten. Doch das macht 
auch hier keinen Unterschied, sobald wir dies durch die Schreibweise 
deutlich machen, z. B.: 
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15, .12 .3 .11 12 
- 16, 13 12 8 ^ ^ 

'l6^1b~l 10 4. 

Die Subtraktion ist immer ausführbar und ergibt stets ein ein- 
deutig bestimmtes Resultat, wenn der Minuendus A im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes größer als der Subtrahendus B oder diesem wenigstens 
gleich ist. Ist dagegen A kleiner als jB, so können wir das Resultat 
der Subtraktion in dem bisherigen Oebiete der positiven ganzen Zahlen 
nicht darstellen, sondern müssen dies erst so erweitern, daß das Resultat 
der Operation A — B einen Sinn erhält. Gewöhnlich geschieht das 
in der Weise, daß man jeder ganzen positiven Zahl B ein Symbol 
B' = — B zuordnet, welches durch die Gleichung: 

B + B'^0 

definiert ist, und dann nachweist, daß in dem so erweiterten Gebiete 
jede Operation A — B ausführbar ist, da sie zu einer eindeutig be- 
stimmten Zahlgröße dieses Bereiches führt. 

Auch ich will das Gebiet der ganzen positiven Zahlen zunächst 
so erweitern, daß jede Subtraktion ausführbar ist. Sind 

A =» tto, a^Oi • • • «(j, B^ Iq, 6ifcj •••65, 

ganz beliebig gegeben und behält man sich bei beiden Zahlen vor, die 
auf die q^^ Ziflfem folgenden Stellen durch Nullen beliebig weit aus- 
zufüllen, so liefert uns die Auflösung der linearen Gleichungen (2 a) 
eine eindeutig bestimmte, beliebig weit fortsetzbare R«ihe modulo p 
reduzierter ganzer Zahlen: 

(3) ^0^ ^1; Er- 
weiche aber, falls A<CB ist, nicht abbricht, wie ja auch die Dar- 
stellung rationaler Brüche in Form von Dezimalbrüchen in den meisten 
Fällen zu unendlichen Reihen führt. So ist z. B. der rationale Bruch 
Vs dargestellt durch den nicht abbrechenden Dezimalbmch: 0, 333 . . . 
Breche ich die Reihe (3) bei einem gewissen Gliede, etwa bei c„ ab, 
betrachte ich also nur die aus den (ö -f- 1) ersten Ziffern gebildete 
ganze Zahl: 

so genügt diese Zahl allerdings nicht der Gleichung: 

A-B^C^, 
stellt also die Differenz A — B nicht genau dar; wohl aber genügt 
die ganze Zahl C^ der Kongruenz: 

(4) ^,-5,^C, (modi>-+^) 
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für jeden noch so großen Wert von <y. Multipliziert man nämlich die 
Gleichungen (2a) der Reihe nach mit l,i>, p* . . . p^, addiert sie nnd 
läßt die sich forthebenden Glieder p' s^ fort, so erhält man: 

(4a) C,=^A„-B„+p''^U„^,; 

die Diflferenz von {A„ — B^) und C^ ist also in der Tat durch 
|)^+^ teilbar. Ist (J > p, so sind alle Näherungswerte Aa und B„ gleich 
Ä bzw. gleich B, und die Kongruenz (4) geht dann für jede noch 
so hohe Potenz von p über in: 

(4b) Ca^Ä-'B (modp'^'). 

Wir wollen nun im folgenden die a. S. 7 gegebene Definition der 
Näherungswerte in der Weise erweitem, daß wir die eindeutig be- 
stimmte Folge der positiven ganzen Zahlen: 

als den nullten, ersten, zweiten . . . Näherungswert einer neuen noch 
unbekannten Zahlgröße C definieren. Dann folgt aus (4 b) daß jene 
Näherungswerte Ca zwar nicht gleich Ä — B, wohl aber bei ge- 
nügend großem 6 in bezug auf jede noch so hohe Potenz von p 
kongruent Ä — B sind. 

Die hier eingeführten neuen Zahlgrößen C sind den Irrational- 
zahlen in der elementaren Arithmetik sehr ähnlich. So können wir 
dort z. 6. die Zahl uc nicht genau durch einen Dezimalbruch darstellen; 
dagegen kennen wir ein Verfahren, das uns ermöglicht, die sämtlichen 
Näherungswerte von n auf eindeutige Weise zu bestimmen und damit 
X beliebig genau zu berechnen. Auf Grund dieser Eigenschaft; sehen 
wir die Zahl st als bestimmt an und definieren sie als den Grenzwert 
ihrer Näherungswerte. 

Es liegt daher nahe, auch hier den Begrifi* der Zahl auf die unend- 
liche Reihe wohldefinierter Ziffern: 

C--Coy(^c^-" (p) 

auszudehnen und die Differenz Ä — B auch in dem Falle A<B durch 
das Rechnungssjmbol: 

C=Co,Ci(^... ip) 

zu definieren, dessen Ziffern, so weit man will, aus den Gleichungen 
(2 a) berechnet werden können. Dann ist der einzige Unterschied 
zwischen den beiden Fällen A^B und A<B der, daß im ersten 
von c^ ab alle Ziffern Null sind, während sich im zweiten die Reihe 
der von Null verschiedenen Ziffern ins Unendliche erstreckt. 
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Schon diese erste Aufgabe ftüirt uns also dazu^ das Gebiet der 
positiyen ganzen Zahlen durch die folgende Definition allgemeinerer 
Zahlgrößen zu erweitem: 

Unter einer Zahlgröße für den Bereich von p oder 
einer i)-adischen Zahl will ich jede Reihe: 

Co + ^P + ^P* + ^JP* H 

mit modulo p reduzierten Koeffizienten^ mag sie nun ab- 
brechen oder nicht ^ yerstehen, wenn eine Vorschrift existiert, 
nach welcher ihre Ziffern oder Koeffizienten soweit berechnet 
werden können als man nur immer will*). 
In diesem erweiterten Bereich der j)-adischen Zahlen führt jede 
Subtraktion zu einem eindeutig bestimmten Resultate; ich werde aber 

gleich zeigen, daß auch jeder Quotient -g- gleich einer einzigen Zahl- 
größe dieses erweiterten Bereiches ist. Entschließt man sich nun, diesen 
Zahlgrößen von vornherein das gleiche Bürgerrecht mit den ganzen 
positiven Zahlen oder den abbrechenden Reihen zu geben, so lassen 
sich die tiefsten Fragen der Arithmetik höchst einfach beantworten, 
ebenso einfach wie die entsprechenden Fragen der Funktionentheorie. 

*) Zu der gleichen Erweiterung unseres Bereiches werden wir auch durch 
die folgende Betrachtung gefuhrt. Gehen wir von dem Grundelemente p ans, so 
ergibt sich aus ihm durch die elementaren Operationen der Multiplikation die 
beliebig weit zu verlängernde Reihe der Elemente: 

1» ;>, i>', . . . 
welche ineinander überföhrbar sind, da ja allgemein p - p* = p*'^^ ist. 

Eine Zahlgröße C soll nun wohl definiert heißen, wenn wir von jedem 
Elemente p^ angeben können, wie oft es in C vorkommt. Kommt allgemein das 
Element p* c. Male in C vor, so soll C durch die Reihe 

C^c^+e^P + c^P*-] \'CiP^ + ' ' 

definiert werden. Enthält C von einem Element p** an kein einziges von den 
folgenden, so ist C eine positive ganze Zahl; ist dies nicht der Fall, so ge- 
hört eben C dem erweiterten Zahlgebiete an, dessen Eigenschafben im folgenden 
Kapitel genauer untersucht werden sollen. 



Zweites Kapitel. 

Die Zahlen des Körpers K(joi) nnd die elementaren Eechen- 

operationen. 



§ 1. Die aUgemeinen p-adisohen ZaUen. Dire OrSße. Die Näherungs- 
werte dieser ZaUen. Bednzierte und nicht reduzierte j>-adisohe Zahlen. 
Definition der Gleichheit for reduzierte und nicht reduzierte Zahlen« 

Wir hatten gesehen, daß die Forderung , die Subtraktion un- 
beschränkt auszufahren, notwendig zur Erweiterung des Zahlgebietes 
für den Bereich von p führt, indem jetzt jede begrenzte oder un- 
begrenzte Reihe mit ganzzahligen, modulo p reduzierten Koeffizienten: 

(1) C^Co + C,p + C^p^ + "' + CkP^ + "'^^ c.pf 



als Zahlgröße für den Bereich yon p oder als p-adische Zahl definiert 
wird^ falls eine Yorschrifb gegeben ist, ihre Koeffizienten soweit zu 
berechnen^ als man nur immer wilL Auch eine solche Zahl woUen 
wir abgekürzt in der Form 

(la) C^-^o;Ci^8---c*--- 

schreiben, welche sich yon der a. S. 7 gegebenen nur dadurch unter- 
scheidet, daß hier die Reihe der Ziffern Cq, C|, c^, . . . im allgemeinen 
nicht abbricht Eine solche Zahl (la) soll nur als ein Symbol, als 
eine Zusammenfassung der unendlich vielen gesetzmäßig gebildeten 
Ziffern ^o? ^y ^s; -* * aufgefaßt werden, mit dem nach bestimmten gleich 
anzugebenden einfachen Gesetzen gerechnet wird; bricht die Reihe der 
Ziffern ab, so stellt die 2>-adische Zahl C eine eindeutig bestimmte 
positive ganze Zahl dar. 

Das einzige Bedenken, das gegen diese Erweiterung des Bürger- 
rechtes für die Zahlen geltend gemacht werden könnte, ist das, daß 
eine solche unbegrenzte Reihe, wenn man sie in gewöhnlicher Weise 
summieren würde, eine unendliche Summe ergäbe. Aber das tritt 

H«niel, Theorie der algebndsohen Zahlen. I. 2 
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eben nur dann ein, wenn wir an der gewöhnlichen Definition der 
Größe festhalten; wir sind jedoch heutigentags weit von dem Stand- 
punkte entfernt, das Maß oder die Größe einer Zahl oder einer 
geometrischen Figur als etwas von Natur und mit Notwendigkeit 
Gegebenes anzusehen. Wir betrachten die Größe einer Figur oder 
einer Zahl yielmehr als eine Funktion ihrer Bestimmungsstücke, deren 
Festsetzung ^anz in unser Belieben gestellt ist, und bei deren Wahl 
wir uns nur durch Gründe der Zweckmäßigkeit leiten lassen. So 
definiert man z. B. als Größe oder als den absoluten Betrag einer kom- 
plexen Zahl x + yi den Ausdruck + yi*+ y*. Ein innerer, der Natur 
des Größenbegriffes entnommener Grund dafür liegt nicht vor^ und von 
vornherein könnte man ebenso gut daran denken, als Größe irgend 
einen anderen Ausdruck festzusetzen, etwa yix^+ (ly^y wo A und ft 
positive Eonstante sind. Die Rechtfertigung und Begründung der ge- 
wöhnlichen Definition der Größe einer komplexen Zahl liegt in ihrer 
Nützlichkeit für analytische Untersuchungen und vor allem auch in 
der einfachen und anschaulichen geometrischen Deutung, die ihr von 
Gauß gegeben wurde. Wir erinnern noch an die Ghrößendefinitionen 
in den Nichteuklidischen Geometrieen, die von der gewöhnlichen Defi- 
nition oft sehr verschieden sind und deren Wahl wiederum nur durch 
die mit ihrer Hilfe erreichte Einfachheit und Klarheit gerechtfertigt wird. 
Um für die p-adischen Zahlen eine praktische Definition der 
Größe aufzufinden, orientieren wir die Betrachtung zunächst wieder 
an den entsprechenden Fragen der Funktionentheorie und stellen uns 
die Aufgabe, bei den durch Potenzreihen dargestellten Funktionen eine 
zweckmäßige Größendefinition zu geben. Es seien uns für die Um- 
gebung einer Stelle jer = a zwei Funktionselemente 

g(z) = baQs-ay + 6a+i(^-a)<'+^ + • • • 

gegeben, deren Ordnungszahlen für die Stelle jer =» a bzw. q und 6 
sind. Wenn man diese Funktionen in einer genügend kleinen Um- 
gebung des Punktes jer » a betrachtet, so überwiegt das erste Glied» 
an Größe die Summe aller anderen, und die Funktion ist um so größer, 
je größer das erste Glied für genügend kleine Werte von (z — a) ist. 
Vergleicht man zwei Funktionen in bezug auf ihre Größe für die 
Stelle je; » a, so erkennt man bei Bildung des Quotienten, daß diejenige 
die größere ist, deren Ordnungszahl kleiner ist.* Auf diese Weise 
erhält man eine einwandfreie und zweckmäßige Größenordnung der 
Funktionen, wenn man noch zwei Funktionen gleich groß nennt, 
falls ihre Ordnungszahlen übereinstimmen. Diese Yergleichung gilt 
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jedoch nur für die Umgebung der Stelle j? = a; denn bei dem Über- 
gang zu einer anderen Stelle z ^b erhält man ja andere Ordnungs- 
zahlen von f(x) und g(x)f und damit wird das Größenyerhältnis dieser 
Funktionen an der Stelle z ^b ein anderes. Für jede einzelne Stelle 
erhält man also eine zweckmäßige Größenbestimmung, wenn man die 
negative Ordnungszahl als Maßzahl einführt. 

Diesen selben Gedanken wollen wir festhalten für die Definition der 
Größe im Bereich der Primzahl p. Sind uns zwei p-adische Zahlen 
gegeben: 

C = c^p^ + c^+ip^-^^ H = 0, o o . . . CpC^+i • • ., 

D - daP" + da + lP'''^^ + . . . = 0, O O Ca Ca + 1 ' • •, 

so wollen wir diejenige als die größere für den Bereich Yon p 
bezeichnen, deren Ordnungszahl die kleinere ist, während ZahlgröBen 
yon gleicher Ordnungszahl als yon gleicher Größe oder als äquivalent 
betrachtet werden. Von zwei p-adischen Zahlen G und D ist also 
diejenige die kleinere, welche mehr Nullen hinter dem Komma hat. 
C und D sind äquivalent, wenn beide gleich viele Nullen hinter 
dem Komma haben. An dieser Definition wollen wir vorläufig fest- 
halten; erst später, wenn wir unsere Untersuchung von der Beschränkung 
auf den Bereich einer einzigen Primzahl frei machen, und dieselbe 
Zahlgröße C für den Bereich verschiedener Primzahlen p oder q usw. 
studieren, werden wir statt der Ordnungszahl q ein Vielfaches g-c 
derselben einführen, in welchem der Faktor c aber nur von p abhängt. 
Solange wir verschiedene Zahlen für den Bereich derselben Primzahl 
p untersuchen, ändert sich dieser Faktor c nicht und ist somit be- 
deutungslos; daher behalten alle über die Ordnungszahlen hier anzu- 
gebenden Resultate auch später ihre Gültigkeit. Es wird also jetzt 
jede unserer Zahlen, mag die Reihe ihrer Koeffizienten abbrechen, 
oder sich ins Unendliche fortsetzen, ihrer Größe nach durch eine 
ganze positive Zahl oder die Null charakterisiert, und gerade diese 
Definition wird sich für unsere späteren Zwecke als besonders praktisch 
erweisen. 

Nachdem wir so die Bedenken gegen die Einführung der 2>-adischen 
Zahlen zurückgewiesen haben, wollen wir sofort von dem Bereich 
aller so definierten Zahlgrößen ausgehen, die elementaren Rechen- 
operationen nach einem allgemeinen Prinzipe definieren und dann 
zeigen, daß innerhalb des erweiterten Bereiches zunächst die vier 
elementaren Rechenoperationen unbeschränkt ausführbar sind. 

Es sei 

A^aQ + a^p + a^p^ + • • • = «o? «i«s ' * * (p) 

2* 
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eine j)-adische Zahl; dann fähren wir auch hier den Begriff ihrer 
Näherungswerte ein. Die ganzen ^ aus A durch Fortlassung der 
späteren Ziffern hervorgehenden positiyen ganzen Zahlen 

sollen wieder der nullte^ erste^ zweite, . . . Näherungswert yon A für 
den Bereich von p heißen. Diese Näherungswerte bilden eine wohl- 
definierte Reihe ganzer positiver Zahlen, f(lr welche allgemein: 

Ak^Ak^i +«*!>*, 
also 

Ak = Ak-i (modp*) 

ist. Der einzige Unterschied gegen den a. S. 8 betrachteten einfacheren 
Fall der ganzen positiven Zahlen ist der, daß hier in der unendlichen 
Reihe 

-^0> ^1} ^tJ ' • ' 

der Näherungswerte von A diese ganzen Zahlen im allgemeinen nicht 
von einer bestimmten an alle denselben Wert haben, genau ebenso wie 
dies bei den gewöhnlichen irrationalen Zahlen, z. B. bei den Näherungs- 
werten 3 3, 1 3, 14 3, 141 .. . der Zahl tc der Fall ist. 
Zwei ^-adische Zahlen 

A - ao, a,a,a3 • • -, A'^ a^\ a^a^a^ ... (>) 

heißen wieder kongruent für den Modul i)*"**^ wenn ihre i*^ 
Näherungswerte Ak und A{ noch übereinstimmen, oder was dasselbe 
ist, wenn ihre (i + 1) ersten Ziffern %ja^y.,,ak und a^,', a^ - - a/ 
bezüglich gleich sind. 

Zwei Zahlgrößen A und Ä unseres Bereiches sollen femer gleich 
heißen, wenn sie für jede noch so hohe Potenz von p als Modul 
einander kongruent sind. Sind dann zwei solche Größen einer und 
derselben dritten gleich, so sind sie untereinander gleich. Zwei Zahlen 
A und Ä sind dann und nur dann einander gleich, wenn fOr jeden 
noch so großen Wert von ifc immer a* — a/ ist, wenn also je zwei 
entsprechende Ziffern gleich sind. Wären nämlich ak und a^ die ersten 
von einander verschiedenen Ziffern, so wären zwar -4^— -4^V"-4.*«i= J.i_i, 
aber Ak ^ Ak^ und es ist daher schon die Kongruenz 

A = A (modi>»+i) 

nicht erfüllt und dasselbe gilt a fortiori für jede höhere Potenz von p 
als Modul. 

Durch ihre Näherungswerte ist eine i^-adische Zahl A mit jeder 
beliebigen Genauigkeit bestimmt; denn die Differenz A — Ak ist durch 
p*+^ teilbar und wird daher nach unserer Definition der Größe um so 
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kleiner, je größer ich h wähle. Da wir eine Große, deren Ordnungszahl 
unendlich groß ist, als unendlich klein bezeichnen müssen, so yer- 
fahren wir konsequent, wenn wir die Zahl A als den Grenzwert ihrer 
Näherungswerte definieren, also setzen: 

Denn mit dieser Definition tragen wir gerade dem oben eingeführten 
Begriff der Gleichheit Rechnung. Wir können diesem Grenzprozeß 
auch noch andere Formen geben, indem wir z. 6. 

A = A^ + K- A) + (^-^i) + • • • + (^-^-i) + • • • (l>) 
schreiben. Brechen wir diese Reihe mit dem (Je + 1)**" Gliede ab, so 
bleibt genau Ak übrig, diese Reihe stellt also wirklich die Zahl A dar. 
Sind in der Entwicklung von A die ersten a Koeffizienten gleich 
Null, ist also 

A « a„r + aa+ii>«+^ + • • •, 

so sage ich, A besitzt für den Bereich von p die Ordnungszahl a. 
Eine Zahl Ey deren Ordnungszahl Null ist, in deren Ent- 
wicklung: 

E=-e^ + e^p + e^p^^ , 

also der erste Koeffizient e^ nicht Null ist, heißt wieder eine 
Einheit für den Bereich yon p. 

Wir wollen auch hier yon der BeschiHnkung absehen, daß die 
Koeffizienten a^, a^, a^, . . . modulo p reduzierte Zahlen sein sollen und 
auch solche Reihen: 

J[= äo + äiP+ ö,|)*+ • • • 

als |>-adische Zahlen bezeichnen, in denen die Koeffizienten ä nicht 
modulo p reduzierte, sondern beliebige ganze positiye Zahlen sind. 
Die ganzen positiyen Zahlen: 

sollen wieder der nullte, erste, zweite, . . . Näherungswert yon Ä für 
den Bereich yon p heißen. Diese Näherungswerte sind wohldefiniert 
und eindeutig bestimmt für eioe jede nicht reduzierte Darstellung. 
Es besteht für sie ebenfEdls die Gleichung: 

oder die damit gleichwertige Kongruenz: 

Äk^Äk^i (mod^i*). 
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Auch die Zahl Ä ist durch die Reihe ihrer Näherungswerte mit jeder 

vorgegebenen Genauigkeit bestimmt, und wir können sie deshalb 
definieren durch die Gleichung: 

J=-limj;jt (p)- 

Zwei reduzierte oder nicht reduzierte Zahlen heißen kongruent für 
den Modul p^'^\ wenn ihre Jfc*^ Näherungswerte für diesen Modul 
kongruent sind; sie heißen gleich für den Bereich yon py wenn sie 
für jede noch so hohe Potenz yon p als Modul kongruent sind. Sind 
zwei solche Zahlen einer dritten gleich, so sind sie einander gleich. 

Man sieht leicht, daß alle bisher ausgesprochenen Sätze und Defi- 
nitionen im allgemeinen auch für die nicht reduzierten Darstellungen 
gültig bleiben. Doch das Rechnen mit den nicht reduzierten Zahlen 
gewinnt seine sichere Grundlage erst durch den folgenden Satz: 
Jede nicht reduzierte p-adische Zahl 
Ä='%,ä^ä^'' (p) 
ist einer und nur einer reduzierten Zahl: 

^-ao,a,ag... (p) 
gleich. 
Daß es eine solche reduzierte Zahl gibt, der Ä gleich ist, zeigen 
wir durch das folgende Verfahren: Man bestimme in den sukzessiven 
Gleichungen: 

h + ^i^^i+P^iy 

(2) : : 

fk + äit =* (ik +pBk+i 

die Größen a^, Oj . . . eii^ . . . als Zahlen der Reihe 0, 1 • • • |) — 1. 
Damit sind sie eindeutig definiert, und auch die b ergeben sich als 
eindeutig bestimmte Zahlen. Multipliziert man diese Gleichungen bzw. 
mit 1, p, . . . |j* . . . und addiert sie, so heben sich, wenn wir bis zur 
(k + !)*•'* Gleichung gehen, auf beiden Seiten die Glieder mit s weg 
mit Ausnahme des Gliedes p^'^^Bk+i, und wir erhalten die Gleichung: 

»0 + »ip H -f- äkp^ = flo + öii> H + «*1^ + ^*+il>*"^S 

und damit die gesuchte Darstellung, da wir das k beliebig groß wählen 
können. Diese Zahl a^,a^a^,.. ist auch eindeutig bestimmt; denn 
wäre dieselbe Zahl Ä zwei reduzierten Zahlen gleich, so müßten diese 
untereinander gleich sein und dies ist nur möglich, wenn alle ihre 
Ziffern bzw. übereinstimmen, wenn sie also identisch sind. Hieraus 
folgt noch sofort der Satz: 
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Zwei nicht reduzierte Zahlen sind dann und nur dann 
gleich, wenn die zugehörigen reduzierten Zahlen identisch sind. 
Die praktische Methode, eine Zahl Ä auf ihre reduzierte Form zu 
bringen ist genau die a. S. 9 fär abbrechende Reihen gegebene, nur 
ist hier eben die bei a^ beginnende und von links nach rechts gehende 
Umformung so weit fortzusetzen , als es der Zweck der jedesmaligen 
Untersuchung erfordert. So ergibt z. B. eine leichte Rechnung die 
Richtigkeit der folgenden Gleichung: 

1, 23456789 10 1112... = 1, 202020202020... (3). 

Als zweites besonders wichtiges Beispiel führe ich die Darstellung der 
Null für den Bereich von p an. Es ist nämlich die Zahl 

0=i>,(l)-l)(i>-l)(p-l)-- ip) 
gleich Null, da sie gleich der Reihe : 

0-p+p{p-l)+p^(j>-l) + "^ 
ist, deren Näherimgswerte Oat^/?*"*"^ mit wachsendem k durch jede 
noch so hohe Potenz von p teilbar, also denen der reduzierten Zahl 
== 0, . • • kongruent sind. Man sieht an diesem Beispiel, daß 
man sich bei einer nicht reduzierten Zahl nicht durch die Größe der 
Koeffizienten täuschen lassen darf; man muß sie vielmehr zunächst 
auf die reduzierte Form bringen, ehe man sie hinsichtlich ihrer Größe 
untersucht. Ebenso ist die Reihe: 

= 0, . . . OpO - 1) . . =jtr -i) +i)'-+i(ip - 1) + . . . 

gleich Null, da ihre Näherungswerte Or+jb «=l>'''*'* sind, also mit denen 
der vorigen Reihe übereinstimmen. Allgemein stellt eine Zahl 

- Oo, Ol 02 03 . . . (p) 
dann und nur dann die Null dar, wenn die zugehörige reduzierte Zahl 
lauter verschwindende Koeffizienten hat, d. h. wenn für alle Indizes k 
die Gleichungen bestehen: 

Sk^i + Ok-i'^pe^, 



So ist z. B. die Zahl 
= p, (21,-1) (3p-2) (41,-3) (5p-4) ••• (p) 
gleich Null, und dasselbe gilt für die Zahl: 
pM2p^-2p) (ßp^-4p + l) (4p^-6p + 2) (bp'-8p + S) 
wie sich nach einer leichten Rechnung ergibt. 
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Endlich erweitere ich den Begriff der nicht reduzierten jp-adischen 
Zahlen dadurch, daß ich auch solche Reihen 

(3) ao + «iJP + --- 

als p-adische Zahlen zulasse, deren Koeffizienten a^ nur modulo p ganze 
Zahlen, nämlich solche positive oder negative rationale Brüche sind, 
deren Nenner in der reduzierten Form durch p nicht teilbar sind. 
Auch für sie gelten die vorher angegebenen Sätze, insbesondere das 
Hauptresultat, daß jede nicht reduzierte j>-adi8che Zahl einer einzigen 
reduzierten gleich ist. Jede modulo p ganze Zahl ä^^ ^^uin nämlich 
bekanntlich ebenfalls auf eine einzige Weise in der Form ä^a+pß 
geschrieben werden, wo a eine Zahl der Reihe 1...j> — 1 und 
£ sc: ~ wieder eine modulo p ganze Zahl bedeutet. Also ist das 
Reduktionsverfahren (2) auch auf jede Reihe (3) anwendbar imd er- 
gibt eine eindeutig bestimmte reduzierte Zahl. 

§ 2. Die Addition, Subtraktion nnd Multiplikation der ^-adischen 
Zahlen. Folgenmgen. 
Auf Grund der a. S. 22 gegebenen Definition der Gleichheit zweier 
l>-adischen Zahlen kann man nun leicht die Summe, die Differenz, 
das Produkt und den Quotienten solcher Zahlen definieren und zeigen, 
daß das Resultat einer jeden solchen Operation wieder eine eindeutig 
bestimmte p-adische Zahl ist. 

zwei Zahlen unseres Bereiches, so ist nach unserer Definition der 
Gleichheit c^A + B, B^A-B, 

wenn für jede noch so hohe Potenz von p als Modul: 
(1) C, = ^ + Ä, D, = Äi^Bi (modi/+i) 

ist. Hiemach sind die Zahlen C und D zunächst in der nicht redu- 
zierten Form durch die Gleichungen: 

^ ^ 2) = ^~5=(ao-6o)+l>K-&i) + -- 

eindeutig bestimmt, denn für sie sind ja die Kongruenzen (1) für jede 
noch so hohe Potenz pf" von p als Modul offenbar erfüllt. Diese 
Zahlen (2) kann man nach der a. S. 9 angegebenen Vorschrift da- 
durch auf ihre reduzierte Form bringen, daß man sie durch die ihnen 
gleichen Zahlen 

C^Ä + B^{ao + h^-pe,)+p(a, + a, + \'^pe^) + 



(2a) 



D^A - 5= (ao-&o+i>0+P(«i-^i-^ +i>0 + 
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ersetzt und die noch willkürlich bleibenden ganzen Zahlen £,. und a/ 
so bestimmt^ daß die dann sich ergebenden Koeffizienten yon l,p,p^y'-' 
modulo p reduzierte Zahlen werden^ was sich immer auf eine einzige 
Weise erreichen läßt. 

Die Definitionen der Summe und Differenz lassen sich auch durch 
die folgenden Gleichungen ausdrücken: 

(3) Ä±B^hm{A,±B,), 

welche deutlich erkennen lassen , daß man zur Bildung der Summe 
und Differenz zweier Zahlen nur die früheren Regeln für das Rechnen 
mit ganzen positiyen Zahlen anzuwenden hat. Dies zeigt auch das 
folgende Beispiel: 

2, 1314 13 14... 
+ 3, JTäÖ 3 13 0... (5) 

0, 00000000..., 

wo der Strich über den vier ersten Ziffern andeutet, daß beide Sum- 
manden je eine viergliedrige Periode haben. Die Summe der beiden 
Zahlen ist mithin gleich Null; wenn wir also die eine mit J., die 
andere mit Ä' bezeichnen, so besteht die Gleichung: 

A + A'=^0 (5 
d. h. es ist Ä' gleich — Ä. 

Zur Erläuterung der Subtraktion diene das folgende Beispiel: 



0, 012012012012012... 
- 0, 2 rÖ2 21022102210... (3) 



0, 121110022100121...; 

es werde beiläufig bemerkt, daß in diesem Falle auch die Differenz 
periodisch wird und ihre Periode 3 • 4 =» 12 Ziffern enthält. Man kann 
die Subtraktion in dieser Weise nicht direkt ausführen, wenn der 
Minuendus eine geringere Anzahl Ziffern als der Subtrahendus besitzt. 
In diesem Falle hat man zu dem Minuendus die Zahl: 

0,00...0i)(i>-l) (i>-l)... (p) 

zu addieren, die ja nach der Bemerkung a. S. 23 gleich Null ist, 
und zwar wählt man die Anzahl der Ziffern yon yomherein so, daß 
die Siiffer p gerade an die Stelle kommt, von welcher im Minuendus 
eine Einheit geborgt werden müßte, während dieser nur noch Nullen 
enthält. Auf diese Weise erhält man die späteren Ziffern ohne weitere 
Umformung sofort in der reduzierten Form. So ergibt sich z. B.: 
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5 4 4... 
2,3 1.2.4.0.0.10 00 0... (5) 

- 1,2344430003434... 

1, 13 240 1000 2 0röTÖ... . 

Eine ^-adische Zahl C ist gleich dem Produkte zweier anderer 
Zahlen A und By wenn für jede noch so hohe Potenz yon p als 
Modul 
(4) a = ^Ä (mody+i) 

ist. Hieraus folgt sofort, daß es eine und nur eine Zahl C gibt, für 
welche die Gleichung 

erfüllt ist, und daß dieses die Zahl: 

(4a) C = ao^o + («o^i + «i^o) P + (»o^s + «i &i + ci^^^p^ H 

ist, die dann nur noch auf ihre reduzierte Form gebracht werden muß. 
Bildet man nämlich die Näherungswerte: 

Ck und AkBk 

und läßt in dem Produkte rechts alle Potenzen yon p fort, deren 
Exponenten großer als Tc sind, so ergibt sich in der Tat die obige 
Kongruenz (4) und damit der Beweis unseres Satzes. Auch die 
Definitionsgleichung des Produktes können wir mit Hilfe der Näherungs- 
werte in der Form schreiben: 

ÄB^]im{A,B,) (p). 

Es ist also auch die Multiplikation von zwei unbegrenzten Reihen A 
und B genau nach der a. S. 10 angegebenen Vorschrift fQr die Multi- 
plikation yon zwei ganzen Zahlen auszufahren; will man das Produkt C 
nur bis zum Näherungswerte Ck haben, so hat man die Multiplikation 
bei der Tc^^ Stelle abzubrechen, genau wie bei der abgekürzten Multi- 
plikation der Dezimalbrüche. Hier ist die Rechnung aber noch ein- 
facher, weil die Abschätzung der (Jfc + 1)**" Stelle unnötig ist Das 
folgende Produkt woUen wir bis zur 10*™ Stelle genau berechnen: 
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0, i 2 3 1 2 3 1 2 3 1 . . . (5) 

0, 2 1 2 1 2 1 2 1 . . . 

0,000246246 2 

123 123 

24624 

1231 

246 

12 

2 

12 2 3 4 



0,0002012214... . 

Aus den bisher abgeleiteten Resultaten ziehen wir noch einige 
Folgerangen. Zunächst ist klar, daß fär die yon uns definierten 
elementaren Operationen das konunutatiye und assoziative Gesetz der 
Addition und Multiplikation, sowie das distributive Gesetz für die 
Verknüpfung der Addition und Multiplikation gelten, d. h. es bestehen 
die folgenden Gleichungen: 

Ä + B^B+A, Ä + (B+C)^(Ä + B)+C, 
AB « BA, A(BC) = {AB) C, 

A{B+C)^AB+AC, 
Femer erkennt man unmittelbar, daß die drei Fundamentalsatze be- 
stehen bleiben: 

Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches. 
Gleiches von Gleichem subtrahiert gibt Gleiches. 
Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches. 
Folgerung 1. Jede p-adische Zahl läßt sich auf eine einzige 

Weise in der Form . ^^ 

A^^p^E 

darstellen, wenn a die Ordnungszahl von A und E eine Einheit ist. 
Denn nach der Definition des Produktes ist ja: 

Ä = a,p- + a,^,p^^' + p-(a, + a,^,p-^' + ...), 

wo der zweite Faktor wirklich eine Einheit ist. Auch hier soll die 
Potenz p" der absolute Betrag von A genannt und durch \A\ 
bezeichnet werden. 

Folgerung 2. Das Produkt zweier Einheiten ist wieder eine Einheit. 

Aus der Gleichung: 

EE' - (e^ + e,p + '") (e^' + e/p + '-O - e^e^'+ {e^e,' + e^OP + • • • 
folgt nämlich sofort, daß das Anfangsglied e^e^' von EE' nicht durch p teil- 
bar sein kann, wenn für die Anfangsglieder von E imd E' das Gleiche gilt 
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Folgerung 3. Die Ordnungszalil eines Produktes ist stets gleich 
der Summe der Ordnungszahlen seiner Faktoren. 
Ist nämlich 

so ist in der Tat: __ 

AB ^ p""^^ EE' ^ p""^^ E 

wo E wieder eine Einheit ist. 

Folgerung 4. Das Produkt zweier oder mehrerer Zahlen ist dann 
und nur dann gleich NuU^ wenn mindestens einer der Faktoren 
Null ist. 

Sind nämlich z. 6. in dem Produkte AB beide Faktoren nicht 
Null, ist also A^-p^'E und B^pßE\ so ist ihr Produkt gleich 
p°+fiEy also sicher nicht gleich NulL 

Folgerung 5. Jede Zahl unseres Bereiches kann als Summe einer 
positiyen ganzen und einer für den Bereich von p beliebig kleinen 
Zahl dargestellt werden. 

Ist nämlich A eine beliebige p-adische Zahl und An ihr Jsf^^ 
Näherungswert, so ist für jeden noch so großen Wert von k: 

A = -4* +|}*+^(a*+i + ö*+2P H ) 

--Äk + Ät 

und Äk ist mindestens von der Ordnung (k + 1), kann also in der 
Tat durch Vergrößerung yon k beliebig klein gemacht werden. 

Ist n eine beliebige zusammengesetzte ganze Zahl, so könnte 
man jede ganze positive Zahl A auch im n-adischen Zahlensysteme 
d. h. in der Form: 

^ = ao + «1« + a^n^ H h akfi^ =» a^, a^a^ • • • a* (n) 

darstellen und den Bereich alsdann durch Adjunktion der nicht ab- 
brechenden n-adischen Zahlen 

5= &o + *!»» + ••• + 6*n* + ... - 6o; 6i •• 6* .. . (n) 

erweitem. Würde man dann die Gleichheit zweier solchen Zahlen und 
auf dieser Grundlage die elementaren Rechenoperationen so definieren, 
daß sie für die abbrechenden Reihen gültig bleiben, so würde man 
ebenÜBdls zu einer vollkommen konsequenten Arithmetik gelangen, bei 
welcher aber der soeben als Folgerung 4 bewiesene Fundamentalsatz 
nicht richtig zu sein brauchte. So ist z. B. für die Grundzahl Zehn 
das Produkt der beiden Zahlen: 

^-5,i5l8023.. und 5=2, 11 0100 •-. 

gleich NuU, wie die folgende einfache Rechnung lehrt: 
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5, 2 1 3 2 3 . 
2, 1 1 1 . 



10, 4 2 6 4 6 . . 

521302.. 

52130.. 

521.. 



0, . 

Der Grund dieser merkwürdigen Tatsache ist der: Von den beiden Zahlen: 
^ = 5, 2 1 3 2 3 . . . - 5 + 2 . 10 + 1 . 10* + . . ., 
5 = 2, 1 1 1 . . . =- 2 + 1 . 10 + 1 • 10« + . . . 
ist die erste, als nicht reduzierte pentadische Zahl betrachtet, gleich 
Null, die zweite ist ebenfalls Null, wenn man sie als nicht reduzierte 
dyadische Zahl schreibt; dies ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung: 

>l==5 + (2.2).5 + (1.2«).5« + (3.2»).5»+(0-2*).5* + (2-2^).5^+-, 
^ ^£=2 + (1.5).2 + (1.52).2» + (0.5»).2»+(1.5*)-2* + (0-5^).2^+.... 

Also ist das Produkt AB nach dem soeben bewiesenen Satze für den 
Bereich der beiden Zahlen 2 und 5 gleich Null, und hieraus folgt 
leicht, daß dasselbe auch für den Bereich yon 10 der Fall ist*). 

Da nun der in der vierten Folgerung für die p-adischen Zahlen 
bewiesene Satz das Fundament der gesamten Arithmetik ist, so würde 
die Hinzunahme der allgemeineren n-adischen Zahlen, für welche 
dieser Satz nicht mehr allgemein gilt, die Untersuchung zunächst 
wesentlich erschweren; aus diesem Grunde werden in der Folge nur die 
jp-adischen Zahlen untersucht werden, deren Ghnindzahl eine Primzahl ist. 

§ 3. Die Division. Die ganzen und die gebroclienen j>adi8chen Zahlen. 
Unter dem Quotienten -^ zweier ^-adischen Zahlen Ä und B 
verstehe ich eine Zahl C, welche der Gleichung 
(1) BC-A ip) 

genügt. Den Fall JB»0 schließen wir von vornherein aus, da er 
wegen der für jeden Wert von C bestehenden Gleichung • C =- 
nicht zu bestimmten Resultaten führen kann. Ist zunächst der Nenner B 
eine Einheit, so ist C als eine Zahl unseres Bereiches eindeutig be- 
stimmt. Sind nämlich 

A = ÜQ, a^a^ ' ' ' und 5 ^^ ft^, 6^ 6^ • • • 

*) Aus der Darstelltmg (5) ergibt sich auch, wie die wesleren Ziffern von Ä 
und B gewählt werden müssen, damit die Gleichnng AB ^ (10) mit einer 
beliebig vorgegebenen Genauigkeit erfüllt ist 
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beliebig gegeben , so bestimmen sich die noch unbekannten Ziffern 
der Zahl 

aus der Gleichung: 

(2) Vo+(*oCi + ^Co)P + (^Cj+6iCi+6,Co)i)*+--ao+aii)+ajp2+... . 
Durch die Auflösung der Gleichungen: 

60^0 = «0 

h^o + ^1^1 + ^0^ = ^2 



nach den unbekannten Koeffizienten Cq,c^,c^,,. bestimmen sich diese 
bekanntlich eindeutig: 

und da die Nenner dieser rationalen Brüche p nicht enthalten, weil 
sie stets Potenzen von b^ sind, so sind alle diese Brüche modulo p 
ganz, d. h. die so sich ergebende Zahl: 



C = -ji" = Co + Cii> + c^p^ + 



ist in dem a. S. 24 präzisierten allgemeineren Sinne eine nicht reduzierte 
^-adische Zahl, welche dann in die ihr gleiche eindeutig bestimmte 
reduzierte p-adische Zahl übergeführt werden müßte. 

Will man aber jenen Quotienten C direkt in der reduzierten Form 
darstellen, so führt die folgende Überlegung am einfachsten zum Ziele: 
Schreibt man die rechte Seite der Gleichung (2) in der nicht redu- 
zierten Form: 

K +Ph) + («1 - «1 +pOi> + K -h+ Ph)p^ +'", 

so kann man die modulo^ reduzierten Zahlen Cq^ c^, c^, ... und die 
ganzen Zahlen e^, s^, e^, . . . auf eine einzige Weise so bestimmen, daß 
die Koeffizienten von ly p, p^, , . , auf beiden Seiten gleich werden, 
d. h. daß die Gleichungen erfüllt sind: 

^o^o — ^o +P^l 

(3) ftpCi + 61^0 = «1 — «1 + jP^j 

60^ + *i^i + *2^0 = Oj — £2 + i>*8 



In der Tat erhält man ja durch Auflösung dieses Systems von 
Gleichungen: 
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6. ' 



(3a) c,-?!--*iipt^A£., 



und da 6^ von Null verschieden und durch p nicht teilbar ist, so 
kann man B^y e^, e^, . , . stets ganzzahlig so bestimmen, daß der erste, 
zweite, . . . Bruch eine ganze modulo p reduzierte Zahl ist. Man 
kann immlich allgemein c^ in (3a) in der Form schreiben: 

(Sb) e..'^±P^l 

wo a^ aus gegebenen Größen und den schon vor c^ berechneten Zahlen 
Oq, . . . 0,-1, £j, . . . £j zusammengesetzt, also bekannt ist, sobald die 
früheren Gleichungen aufgelöst sind. Da aber b^ und p teilerfremd 
sind, so kann man bekanntlich durch das sogenannte Euklidische Ver- 
fahren zur Bestimmung des größten gemeinschafblichen Teilers, zwei 
Multiplikatoren c und s so bestimmen, daß 

cb^ — ep^l 
ist; multipliziert man diese Gleichung noch mit a^ und setzt: 

so ergibt sich: 

(3c) c,6o-^i+iP = «r 

Schreibt man endlich die Gleichung (3 c) in der Form: 

(3d) (c^-Qp) 6o - (^<+i-p6o)l> = ^.-^o - ^i-i-iP = a<7 

so kann man noch den Multiplikator q eindeutig so bestimmen, daß 
C| — pi> = Cf modulo p reduziert wird, und damit ist dann die obige 
Gleichung (3b) vollständig gelöst, d. h. c^ und e^^^ den gestellten 
Bedingungen gemäß bestimmt. 

Es gibt also stets eine Zahl C, welche der Gleichung (1) genügt. 
Man erkennt aber auch leicht, daß es nur eine solche Zahl geben 
kann. Existierte nämlich noch eine Zahl C unseres Bereiches, welche 
der Gleichung (1) genügt, so würde ja: 

BC^BC'^A (jp) 

sein, und hieraus folgert man sofort: 

BC - -BC- B{C- CO = (p). 

Da nun B nach Voraussetzung von Null verschieden ist, so muß 

C-C'-O oder C-C (p) 
sein. 
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Die praktische AnsfQhrung der Division geschieht genan so wie 
bei Dezimalbrüchen; nur muß auch hier die Operation bei den Anfangs- 
gliedern a^ und b^ beginnen und dann sukzessive von links nach rechts 
fortgeführt werden. Um die Division von a^fa^a^,.. durch bQ^b^b^.,, 
durchzuführen, dividiere man zunächst a^ durch b^y d. h. man bestimme, 
am leichtesten durch Probieren, die reduzierte Zahl c^, für welche 
b^CQ = a^ (mod p) ist, bilde dann die Differenz Ä — Bcq oder aus- 
geführt: 

«0 > ^1 ötj . . . 

0, a/ Og' ..., 

und behandle diese Differenz dann genau in derselben Weise weiter. 
So ist z. B. für die Grundzahl 5: 



3, 12 : 4, 21 = 2, 4220 4220 ... (5) 
3 03 

1444... 

1111 

33344 . . . 
303 



3044. 
303 



01444. 
1111 



33344 . . . 

und man sieht, wie beiläufig bemerkt werden mag, daB dieser Quotient 
periodisch ist. 

Aus der Gleichung BC-=-Ä folgt unmittelbar, daß der Quotient 
C » -^- eine Einheit ist, wenn auch der Zähler eine solche ist. Es 

gilt also der Satz: 

Das Produkt und der Quotient zweier Einheiten ist wieder 
eine Einheit. 
Sind dagegen Ä und B keine Einheiten, ist also etwa: 
Ä^p^E, B^pfiE' 
und definiert man den Quotienten -^ wieder durch die Gleichung (1), 
so ergibt sich jetzt, daß die Gleichung 

BC^A 
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oder 

durch 

E' 



C=^ p^-^ 



erfüllt wird. Ist die Ordnung ß des Nenners nicht größer als die 
des Zählers y so findet sich also der Quotient zweier Zahlen A und B 
auch dann noch in unserem Bereiche, wenn der Nenner keine Einheit 
ist. Ist aber ß>cCf so gibt es dann und nur dann eine Ghröße, welche 

gleich -g ist, wenn wir auch Zahlen von negativer Ordnung, d. h. 

Größen von der Form 

(4) Z) = ^^ + ^+...+ ^ + rf.+ rf.p + d,,,«+... 

unserem Bereiche adjungieren, deren Koeffizienten wieder modulo p 
reduzierte ganze Zahlen sind. 

Wir wollen dies tun und alle bisher eingeführten Begriffe auf 
diese neue Klasse von Zahlen übertragen. Sie besitzen also eine 
negative Ordnungszahl, und wir können sie in der Form: 

(4a) D^p-QE 

schreiben, wo E wieder eine Einheit und q eine ganze positive Zahl 
ist. Auch sie woUen wir abgekürzt in der Form: 

(4b) D = d-,d-.(,-i) . . rf.i rfo, rf^rf, . . « (p) 

schreiben, und sie ebenfalls |>-adische Zahlen nennen. Wir nennen 
diese aber gebrochene p-adische Zahlen, während die bisher allein 
betrachteten Größen 

A^a^ + aip + a,jp» + ... = 00, a^a^ . . . 

ganze p-adische Zahlen heißen sollen. Die gebrochenen p-adischen 
Zahlen imterscheiden sich also nur dadurch von den ganzen, daß sie 
mehr als eine Ziffer links vom Komma haben. Jede ganze Zahl 
kann in der Form einer gebrochenen Zahl geschrieben werden, indem 
man eine beliebige Anzahl von Nullen links vom Komma hinzu- 
fügt, d. h. 

J[ « 00 • • • a^, fl^Oj • • • 
«letzt. 

Wir wollen die rationalen Brüche: 

H«BieI, Theorie der algebndsohen Zahlen. L 3 
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p^ p^ 



(5) ■ 






P' J 



p^ r 



welche man durch Fortlassung aller bzw. auf rf_^,, d_(j,_i) . . . folgenden 
Ziffern in der Gleichung (4b) für D erhält^ als die Näheiningswerte 
(— p)*®', "~ ((> ~ 1)**' • • • Ordnung von der gebrochenen p-adischen Zahl 
D bezeichnen. Dieselben bilden eine wohldefinierte Reihe rationaler 
Brüche mit dem Nenner p^, welche für jedes positive oder negative k 
durch die Gleichung: 

2)* = D*.i + d*.p* (Ä = -(p-l), -(p-2),...) 
miteinander zusammenhängen. Auch jetzt gilt also ftir jedes noch so 
große k eine Gleichung: _ 

wo pf^'^^Dk eine Zahl ist, deren Ordnung mindestens gleich (k + 1) 
ist. Es gilt also für die gebrochenen Zahlen unseres Bßreiches 
der Satz: 

Eine gebrochene jp-adische Zahl ist zwar selbst im all- 
gemeinen kein positiver rationaler Bruch, sie wird aber mit 
jeder voi^egebenen Genauigkeit durch einen positiven rationalen 
Bruch dargestellt, und zwar ist der Nenner genau p^, wenn 
diese Zahl die Ordnung — q besitzt. Auch hier gilt also die 
Gleichung: 

(6) 2) = Um Dk. 

k — oo 

Wir wollen den (— 1)*®^ Näherungswert einer gebrochenen Zahl: 

(7) i)>i«d_^d-(^_i)...d-iO,0 0... 

_^-9 . ^^(^^1) . .. . ^^ 
jfi P^-' ^ P ' 

d. h. die Summe der mit negativen Potenzen von p multiplizierten 
Glieder „den Uauptteil von D für den Bereich von p'^ nennen*, 
dieser Hauptteil ist für alle ganzen Zahlen Null, für die gebrochenen 
ein positiver echter Bruch, und aus der Gleichung: 
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folgt^ daß jede gebrochene Zahl unseres Bereiches gleich ihrem Haupt- 
teil vermehrt um eine ganze Zahl ist. 

Auch zwei gebrochene Zahlen 7) und D' heißen kongruent für 
den Modul jo*+^, wenn ihre k^^ Näherungswerte Dk und Dk einander 
gleich sind, und zwar soll diese Definition sowohl für positive wie für 
negative Werte des Exponenten Ä- gelten. Aus den unter der Voraus- 
setzung Dk = Dk bestehenden Gleichungen 

7) = D, +i)*+^5*, 7)' = Dk +i^^'Dk 
folgt sofort durch Subtraktion: 

Zwei gebrochene Zahlen sind also dann und nur dann 
modulo i?*"*"^ kongruent, wenn ihre Differenz ein ganzes Viel- 
faches von y^+^ oder durch |)*+^ teilbar ist. 
So sind zum Beispiel für den Bereich von 6 die beiden Zahlen: 

2) = 3210, 2 und 2)'=« 3222,431431 • • 

einander modulo kongruent, denn es ist: 

D = 3200, 00 . . . -f (I + 2 . 5), (5) 

7)'== 3200, 00... + (y + 2 +4. 5+ 3. 5* + ...) (5), 

und ihre Differenz ist wirklich ein ganzes Vielfaches von - , wie auch 
die Ausführung der Subtraktion lehrt: 

54444 

3210,2 
- 3222,431431^. 
42,213013.... 

Wir weisen noch darauf hin, daß die gebrochenen Zahlen unseres 
Bereiches nicht übereinstimmen mit den gebrochenen Zahlen der ge- 
wöhnlichen Zahlenlehre. Denn wir nennen hier eine Zahl gebrochen 
oder ganz, für den Bereich von p, je nachdem sie von negativer 
Ordnung ist oder nicht, oder was dasselbe ist, je nachdem ihre 
Näherungswerte negative Potenzen von p enthalten oder nicht. Ein 

Ä 
rationaler reduzierter Bruch ^ ist also für den Bereich von p gebrochen 

oder ganz, je nachdem sein Nenner durch p teilbar ist oder nicht. 
Wir wollen jetzt die Gesamtheit aller ganzen und ge- 
brochenen |>-adischen Zahlen den zu p gehörigen Zahl- 
körper nennen und ihn durch K(jp) bezeichnen. 
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Dann folgt ans den bis jetzt durchgeführten Betrachtungen, daß 
dieser Bereich K{p) so groß ist, daß in ihm die vier elementaren 
Rechenoperationen der Addition , Subtraktion, Multiplikation und Divi- 
sion unbeschrankt ausgeführt werden können , die letzte allerdings nur 
unter der selbstverständlichen Bedingung, daß der Divisor von Null 
verschieden ist. Die einfachen Regehi für die Ausführung dieser 
Operationen bleiben auch für die gebrochenen Zahlen unverändert 
bestehen; nur muß man bei der Multiplikation und Division mit 
Zahlen von positiver oder negativer Ordnung das Komma um so viel 
Stellen nach rechts oder nach links verschieben, als die Ordnungszahl 
des Multiplikators oder Divisors Einheiten enthält. 

Für die Division wollen wir noch einige weitere Bemerkungen 
anfügen: Ist der Divisor B=^p^K keine Einheit, so dividiert man 
zunächst durch E' und multipliziert das so erhaltene Resultat noch 
mit p'^j wodurch man den gesuchten Quotienten -g erhält 

Wie bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation können wir 
auch bei der Division den Quotienten als den Grenzwert der aus den 
Näherungswerten gebildeten Brüche definieren, d. h. 

setzen. Ist nämlich C = -g, also Ä^BC, so ergibt sich durch 
Übergang zu den Näherungswerten für jedes k die Kongruenz: 

B,'C,^Ä, (modi>*+i) 
oder 

Ä(a-^)^0 (modp*+0. 

Ist nun B, also auch Bt von der Ordnung ß, so ist die letzte Kon- 

gruenz nur möglich, wenn Ck — ^ durch |i*-/*+^ teilbar ist. Es ist 
also für jedes noch so große k 

C*=^ (mod/-/»+^), 

d. h. C ist dann und nur dann gleich dem Quotienten -^ , wenn 
für jede noch so hohe Potenz p^ von p als Modul die Kon- 
gruenz besteht, 

Ct = ^ (modi>^, 

sobald man hinreichend genaue Näherungswerte wählt, d. h. 
sobald k genügend groß ist. Man muß eben k mindestens 
gleich M + ß — 1 wählen. 



§ 3. Rationale Fanktionen p-adischer Zahlen. 37 

Auf Grund der hiermit nachgewiesenen Gleichung: 

bleibt also unsere Definition der Gleichheit bestehen , wonach zwei 
Zahlen dann und nur dann gleich heißen^ wenn ihre Näherungswerte 
f&r jede noch so hohe Potenz von p kongruent sind^ sobald man nur 
ihre Ordnung genügend groß wählt. 

Verbinden wir eine endliche Anzahl von Zahlen des Körpers 
K{p) durch die elementaren Rechenoperationen, so erhalten wir einen 
rationalen Ausdruck B{Ay B, C, - - - D), der wieder eine Zahl unseres 
Körpers darstellt. Diese Zahl ist dadurch eindeutig definiert, daß 
R^R{Ä,B,Cr-D)- lim B{Ä,, Ä, C*, • • D,) (jp) 

ist. Denn es besteht ja auch hier der Satz, daß 
(8) B, = B(Ä,,B,r'Djd (modp^ 

ist, wo M eine Zahl bedeutet, die mit k beliebig groß wird. Die Kon- 
gruenz (8) gilt zwar nicht immer für den Modul p^'^\ da sich, wie wir 
oben gesehen haben, bei der Division die Ordnung des Kongruenzmoduls 
erniedrigen kann; auf jeden Fall erniedrigt sie sich aber nur um eine 
bestimmte endliche Anzahl von Einheiten, sodaß sie durch Vergrößerung 
von 1c trotzdem beliebig groß gemacht werden kann. 

§ 4. Der Körper K{p) der p-adisclien Zahlen und der Körper K(l) 

der rationalen Zahlen. 

Auch die rationalen Zahlen bilden einen in sich abgeschlossenen 
Bereich, dessen Elemente sich durch die vier elementaren Operationen 
wiedererzeugen. Jeden solchen abgeschlossenen Bereich nennen wir 
nach Dedekind einen Körper und wir wollen diesen durch K(l) 
bezeichnen, weil er alle und nur die Zahlen umfaßt, welche aus der 
Zahl 1 durch die beliebig aber endlich oft angewandten Operationen 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division entstehen. 
Jede Zahl des Körpers ^(1), d. h. jeder rationale positive oder nega- 
tive Bruch, ist für den Bereich von p gleich einer Zahl des Körpers 
K{p)y wie wir soeben bewiesen haben. Das Umgekehrte ist aber, 
wie wir gleich zeigen werden, nicht der Fall, und wir wollen des- 
halb den Körper K{\) als einen Teilkörper von K{p) bezeichnen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie eine Zahl des Körpers K{p) 
beschaffen sein muß, damit sie fQr den Bereich von p gleich einem 
rationalen Bruche ist , also dem Teilkörper K(l) angehört Diese Auf- 
gabe wird vollständig durch den folgenden Satz gelöst: 
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Eine Zahl des Bereiches K{p) ist dann und nur dann 
für den Bereich von p gleich einer rationalen Zahl, wenn sie 
periodisch ist. 
Zunächst wissen wir^ daß die ganzen positiven Zahlen und nur 

sie durch abbrechende Reihen dargestellt werden. Schreiben wir sie 

formal als unendliche Reihen, so erhalten sie die Periode 0. Die 

ganzen negativen Zahlen erhält man, indem man die entsprechende 

positive ganze Zahl von der Null subtrahiert. Ist Ä ^ a^^ a^a, - - - ag, 

so ist die zugehörige negative Zahl: 

-Ä^ip-a^), 0-l-ai)(i)-l-as^)...(i?-l-a^)(/;-l)(>-l)-.- . 

Jede negative ganze Zahl ist also periodisch mit der Periode (p— - 1); 

und offenbar ist auch umgekehrt jede solche Zahl für den Bereich 

von p einer negativen ganzen Zahl gleich. 

Wir haben also den Beweis nur noch flir die rationalen Brüche 

zu führen. Hierbei können wir uns von vornherein auf die für den 

Bereich von p ganzen und rein periodischen Zahlen 

(1) X = ao, a^a^" a^.i a^a^ • • • a,_i ... (p) 

beschränken, denn jede für den Bereich von p gebrochene Zahl kann 
ja durch Multiplikation mit einer gee^eten Potenz von p ganz ge- 
macht, und eine gemischt periodische Zahl 

Kfb^ . . . 6a-i «o^^i . • . «r-i- • • 
kann durch Subtraktion der ganzen positiven Zahl b^fh^ , . ,ba-i und 
darauf folgende Division durch p^ auf die Form (1) gebracht werden. 
Schließlich dürfen wir annehmen, daß die obige t/-gliedrige Periode 
die kleinste ist, die x besitzt. Dann folgt aus Gleichung (1) nach 
Multiplikation mit p"": 

p^x = 0, . . . a^a^ . . . a^_l • • . (p), 
und hieraus durch Subtraktion von (1): 

x(l — jp") = ao, ttj . . . a^_i = m = ao + a^p H + a^^iP^'S 

wo m eine unterhalb p" — 1 liegende gewöhnliche ganze Zahl ist; nur 
dann wäre nämlich m =-|)'' — 1, wenn alle a^=^p — 1 wären, und das 
ist mit der Annahme nicht verträglich, daß die Zahl x in (1) keine 
Periode von weniger als v Gliedern besitzen sollte. Also ist: 

also ein negativer echter Bruch, und zwar ist p^— 1 offenbar die 
kleinste unter den Zahlen p"— 1, für welche die Zahl a;(l — p") 
ganz ist, weil anderenfalls x eine kürzere Periode haben würde. Ist 
umgekehrt: 
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X = 

^1 

ein negativer echter Bruch in seiner reduzierten Form, dessen Nenner 

p nicht enthält, und gehört p modiilo n^ zum Exponenten v, so daß 

jP" — 1 = nji 

ist, so besteht die Qleichung: 

^ = --^-7^ = ''Ki+i''+i'^*+-), (P) 

p —l 1— i? 

wo in^aQ-\-a^p-\ V^^^-iP*"'^ gesetzt werden kann, weil m<p*— 1 

ist. Also ergibt sich fOr den beliebig angenommenen negativen echten 
Bruch Xj falls dieser modulo p ganz ist, eine p-adische Darstellung 
von der Form: 

^ == «0? ^1 • • «v-i «0^1 •• • %-i " ' 
Jeder negative echte Bruch, welcher in seiner reduzierten 
Form p nicht im Nenner enthalt, ist also für den Bereich von p 
einer rein periodischen />-adischen Zahl gleich, und umgekehrt 
ist jede rein periodische p-adische Zahl gleich einem solchen 
rationalen Bruche. 
Da aber jeder andere rationale Bruch aus einem solchen echten 
Bruche durch Multiplikation mit einer Potenz von p und durch Hinzu- 
fügung einer positiven oder einer negativen ganzen Zahl hervorgeht, so 
ist jeder rationale Bruch gleich einer rein oder gemischt periodischen 
p-adischen Zahl, und umgekehrt jede periodische jp-adische Zahl einem 
rationalen Bruche gleich. Wir können daher den Satz aussprechen: 

Der Teilbereich K{1) von K{p) enthält alle und nur die 
periodischen reduzierten />-adischen Zahlen. 

§ 5. üntersuclinng der niclit reduzierten |>-adischen Zahlen in bezug 
auf ihre Größe. Die /^-adisohe Darstellung der rationalen Zahlen. 

Die reduzierten /)-adischen Zahlen sind reine Symbole, mit denen 
nach bestimmten Vorschriften zu rechnen ist, und die aufgestellte 
Definition der Gleichheit zweier />-adischen Zahlen ist von der gewöhn- 
lichen Definition dieses Begriffes vollständig verschieden. 

Betrachten wir aber neben den reduzierten auch die nicht redu- 
zierten jp-adischen Zahlen, so gibt es unter ihnen auch solche Reihen: 
% -^ ä^P + ä^P^ -\ , 

welche im gewöhnlichen Sinne, d. h. ihrer Größe nach, gegen einen 
bestimmten Grenzwert konvergieren; sind z. B. die Koeffizienten ä^ hin- 
reichend schnell abnehmende rationale Brüche, deren Nenner p nicht 
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enthalten^ so sind diese Zahlen modnlo p ganz, und jene Reihe besitzt 
also ihrer Größe nach einen bestimmten endlichen Wert, während sie 
für den Bereich von p nach der a. S. 24 oben gemachten Bemerkung 
einer ebenfalls bestimmten |>-adischen Zahl gleich ist 

Ist z. B. n eine beliebige durch p nicht teilbare Zahl, welche 
großer als p ist, und a eine modulo p ganze rationale Zahl, so ist 
die nicht reduzierte |>-adi8che Zahl: 

dem rationalen Bruche 



1-^- 



sowohl der Große nach, als auch fQr den Bereich von p gleich, weil 
ihr k^' Näherungswert 

n 
sich von jenem rationalen Bruche um die Zahl 



p_v 



*+i 




unterscheidet, welche mit wachsendem Je sowohl der Größe nach, als 
auch für den Bereich von p beliebig klein gemacht werden kann. So 
stellt z. B. die unendliche B.eihe: 



T + i(l) + KT)'+ 



den Bruch r- sowohl der Größe nach, als auch für den Bereich von 
2 dar, d. h. ihre Näherungswerte genügend hoher Ordnimg unter- 
scheiden sich Yon Y um beliebig kleine reduzierte Brüche, deren Zähler 

durch eine beliebig hohe Potenz von 2 teilbar sind. 

Ich werde zeigen, daß und wie man alle rationalen und auch alle 
algebraischen Zahlen so in konvergente p-adische Reihen entwickeln 
kann, daß sie diese sowohl ihrer Größe nach als auch für den Bereich 
der Primzahl p mit jeder vorgegebenen Genauigkeit darstellen, und daß 
jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten, welche der Größe 
nach zwischen ihnen besteht, auch für den Bereich von p erfüllt ist^ 
und umgekehrt. 
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Zunächst beweise ich aber den wichtigen Satz^ daß man eine 
beliebige rationale oder irrationale Zahl B stets so in eine konvergente 
/>-adische Reihe entwickeln kann^ daß diese für den Bereich von p 
einer ganz beliebig vorgegebenen reduzierten |>-adischen Zahl: 

(1) B^bo + hp + b,p' + ^' 

gleich wird. So besitzt z. B. eine rationale Zahl B unendlich viele 
konvergente p-adische Entwicklungen, aber nur eine unter ihnen ist 
auch fQr den Bereich von p gleich derselben Zahl B, und nur diese 
werden wir später eben die p-adische Darstellung dieser rationalen 
Zahl B nennen. 

Man findet leicht Reihen, welche ihrer Größe nach gegen einen 
ganz anderen Grenzwert konvergieren, als für den Bereich von p. So 
konvergiert z. B. die Reihe 

^^ T "^ 18 "^ "318 "^ 196818 "^ 

d. h. die unendliche Reihe 

(2a) y ^ , wo ai=3 und a^^i = 2a,(a,- 1)+ 1 

ist, ihrer Größe nach gegen 1, wie eine leichte Rechnung zeigt. In 
der Tat ergibt sich aus der obigen Rekursionsformel: 

und hieraus folgt auf induktivem Wege, daß der Jsf* Näherungswert 
unserer Reihe 

* ttj a, ' **k ^i''^k 

sein muß, da unter dieser Annahme fQr ein bestimmtes k wirklich 



1 . » ^ ^*+i 



+ " 

«1 • • • «* « 

1 



S, . 1 = 1 + = 1 

*+i «1 • • • «j. «... 

1 



1 ■— * *** + ! ^l'*^*** + l 



Vi 



sich ergibt, und die Gleichung für A; » 1 erfüllt isi Während diese 
Reihe also ihrer Größe nach gegen 1 konvergiert, ist sie ftlr den 
Bereich der Primzahl 2 gleich der reduzierten dyadischen Zahl 

0, 10001001. ..-2 + 2^+ 2«+... (2), 

also sicher nicht gleich Eins. Femer konvergiert die unendliche Reihe 
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bekanntlich ihrer Größe nach gegen ^^ und eine leichte Rechnung 
zeigt, daß sie für den Bereich von 3 gleich der reduzierten triadischen 

Zahl 

1, 1 1 2 2 1 1 1 ... (3) 
ist. 

Die Entwicklung der reellen Zahl £ in eine konvergente p- 
adische Reihe, welche für den Bereich von p gleich der beliebig ge- 
gebenen Zahl £ in (1) ist, kann man nun z. B. folgendermaßen aus- 
führen. 

Es sei wieder n eine durch p nicht teilbare Zahl, welche größer 

V 1 

als p ist Ist dann das größte Multiplum von - , welches gerade 
noch kleiner ist als Bj so bilden die p aufeinander folgenden Brüche: 

y y—^ . . . y — (p — 1) 

ein vollständiges Restsystem modulo />, da sie alle modulo p inkon- 
gruent sind. Es gibt also unter ihnen einen einzigen Bruch, etwa 

-^ , welcher dem nullten Näherungswerte \ der in (1) gegebenen Zahl B 

modulo p kongruent ist. Da ferner das ganze Intervall: 

/ y-(i>- "i) y-}^ y_ „\ 



höchstens gleich — ist, so ist, wo auch der Bruch - in diesem 
Intervalle liegen möge: 

< JB - - ^- ^ ? . 
Setzt man also: 

so ist B^ eine positive Zahl, welche höchstens gleich Eins sein kann. 
In derselben Weise wähle ich jetzt einen neuen Bruch - so aus, daß 

< -Bi - ^ :^ ^ 
und daß zugleich: 

ist, wodurch wieder c^ nur modulo |> bestimmt wird. Fährt man in 
derselben Weise fort, so erhalt man eine Reihe von Gleichungen von 
der folgenden Form: 
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n 



(3) ^1 = ^ + -:^"-^? 



n n 



^?_L JP 



woaUgemein 0<B,^l (i = l, 2. • • , + i) 

ist, uud wo die Zähler c^ so bestimmt sind, daß allgemein: 

m + ^ © + -n (f) +"•+ ^( J)" -^0+ hP + - + ^y (-Odp-) 
ist. 

Ans den Gleichungen (3) ei^ibt sich also eine Darstellung von B: 

in welcher das Glied JB^+i positiv und höchstens gleich Eins ist. Da 
nun n. d. V. — < 1 ist, so wird das Restglied von B mit wachsendem q 
unendlich klein; die so bestimmte unendliche p-adische Reihe: 

n n \nß n \n/ 

konvergiert also ihrer Größe nach gegen B. Da femer die ganzen 
Zahlen c^ so gewählt sind, daß nach (4) allgemein der i^ Näherungs- 
wert dieser Reihe, dem i*^ Näherungswerte der jp-adischen Reihe B 
modulo y^^ kongruent ist, so ist dieselbe p-adisehe Reihe für den 
Bereich von p der reduzierten jp-adischen Zahl B gleich, d. h. es be- 
stehen wirklich die beiden Gleichungen: 

_ 

w. z. b. w.*) Setzt man z. B. -B = nr, B = 0, w = 100, p = 3, so ergibt 

eine leichte Rechnung, daß schon die vier ersten Glieder der nicht 

reduzierten triadischen Reihe: 

loö "*" iöo * 100 "^ 100 ' \iöö/ ■*■ lob ' lioöy "* 
<ler Größe nach die Zahl n bis zur siebenten Stelle, dagegen ftlr den 
Bereich von 3 die Null genau bis zur dritten Stelle ergeben. 

Die hier angegebene Darstellung kann natürlich mannigfach ab- 
geändert werden; in jedem Falle ist aber die sich ergebende unendliche 
Reihe sowohl ihrer Größe nach als auch für den Bereich von p durch 

*) Durch eine völlig analoge Rechnung kann man diese Aufgabe offenbar 
auch in dem Falle lösen, wenn die gegebene p-adische Zahl 

Ton beliebiger positiver oder negativer Ordnung ist. 
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die Forderang eindeutig bestimmt, daß sie der Grröße nach gegen B 
für den Bereich von p gegen B konvergieren soll 

Ganz ebenso beweist man, daß auch jede komplexe Zahl B + Ci 
in eine konvergente |>-adi8che Reihe 

(6) B+Ci- "srt^ + ''^^^d) + H^(f )' + • • • 

mit komplexen Koeffizienten so entwickelt werden kann, daß sie f&r 
den Bereich von p einer beliebigen reduzierten p-adischen Zahl: 

gleich wird Setzt man nämlich in (6) die reellen und die imagrinären 
Bestandteile einander gleich, so ergeben sich die beiden reellen 
Oleichungen : 

Wählt man nun die Koeffizienten b^ und c^ nach der soeben an- 
gegebenen Methode so aus, daß diese beiden Gleichungen erfüllt sind^ 
und daß außerdem: 

ist, so ist den beiden Forderungen genügt, und auch hier ist die 
Reihe (6) sowohl ihrer Größe nach, als auch für den Bereich von p 
eindeutig bestimmt. 

Jede reelle oder komplexe Zahl kann also so in eine 
konvergente p-adische Reihe entwickelt werden, daß sie ftlr 
den Bereich von p einer beliebig gegebenen p-adischen Zahl 
gleich wird. 
Es seien nun: 

zwei konvergente p-adische Reihen, und zwar möge der Größe nach; 

ß-B, y~C 
sein, während für den Bereich von p: 

ß^E, Y^C (p) 

sein soll. Alsdann ist nach unserer Definition der elementaren Rechen- 
operationen f&r den Bereich von p\ 

ß±r'2.Q>i±c,)p^-B±C (p), 
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Dieselben Reihen konvergieren aber bekanntlich auch ihrer Ghroße 

TD 

nach^ nnd zwar gegen die Zahlen: B±C, 5(7 und -^- Natürlich 

muß bei der Division der Fall, daß C oder C gleich Null ist, aus- 
geschlossen werden. 

Sind also ß und y zwei konvergente |?-adische Reihen, 
welche der Größe nach gleich B und (7, für den Bereich 

von p gleich B und C sind, so sind ß ±y, /5y, -^ ebenfalls 
konvergente p-adische Reihen, welche der Oröße nach gegen 

TD 

B ±C, BCj -^ y und für den Bereich von p gegen B ±C, 

'g 

BC , — konvergieren. 

Durch Verallgemeinerung dieser Resultate folgt endlich der Satz: 

Haben ß und y die oben angegebene Bedeutung und ist 
q> {Xy y) eine beliebige rationale Funktion von x imd y mit 
rationalen ZahlkoefiSzienten, so ist stets: 

9{ßyy)-^iß,C)y 

wobei nur der Fall auszuschließen ist, daß der Nenner von 
(p{Xyy) t^T X ^ B, y ^ C der Größe nach, oder für x^By 
y = C für den Bereich von p verschwindet. 
Ich betrachte jetzt speziell die positiven und negativen rationalen 
Zahlen. Jede solche Zahl B kann, wie wir sahen, auf unendlich viele 
Arten in eine konvergente j9-adische Reihe entwickelt werden, so 
nämlich, daß sie außerdem einer beliebigen reduzierten oder auch nicht 
reduzierten j9-adischen Zahl B für den Bereich von p gleich wird. 
Unter diesen Entwicklungen wähle ich nun stets diejenige und be- 
zeichne sie allein als die |?-adische Darstellung der rationalen 
Zahl By welche auch für den Bereich von p derselben rationalen 
Zahl B gleich ist. Ist also 

•diese ^-adische Entwicklung der rationalen Zahl By so ist sie sowohl 
ihrer Oröße nach als auch für den Bereich von p eindeutig durch die 
beiden Gleichungen: 

•charakterisiert. So ist z. B. die a. S. 40 angegebene geometrische 



a 



Reihe die p-adische Darstellung der rationalen Zahl ; dagegen 

1 jP 
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ist die Reihe (2) a. S. 41 nicht die dyadische Darstellung der Zahl 1, 
weil sie für den Bereich von 2 nicht gleich Eins ist Natürlich gibt 
es unendlich viele formal verschiedene |)-adische Darstellungen der- 
selben rationalen 2iahl B, jedoch sind sie alle sowohl der Größe nach 
als auch für den Bereich von p einander gleich, können also ineinander 
übergeführt werden. 

Eine rationale Gleichung: 

mit rationalen Zahlkoeffizienten ist dann und nur dann für 
die |)-adische Entwicklung 

der rationalen Zahl B erfüllt, wenn dieselbe Gleichung auch 
für den Bereich von p besteht uud umgekehrt, und dies ist 
stets und nur dann der Fall, wenn (p(B) » ist. 

In der Tat konvergiert ja die Zahl (p{ß) == ^>{2hl^) sowohl der 
Größe nach, als auch für den Bereich von p gegen denselben Grenz- 
wert, nämlich gegen die rationale Zahl ^>{B) und diese ist dann und 
nur dann der Größe nach Null, wenn das Gleiche für den Bereich von p 
der Fall ist. Genau ebenso wird endlich der folgende allgemeinere 
Satz bewiesen: 

Eine rationale Gleichung: 

<]p(rr,y, .. .^) = 
mit rationalen Zahlkoeffizienten ist dann und nur dann für 
die j9-adischen Entwicklungen: 

der rationalen Zahlen B, C, , . , D erfüllt, wenn dieselbe 
Gleichung auch für den Bereich von p besteht und umgekehrt, 
und dies ist stets und nur dann der Fall, wenn die rationale 
Zahl 9>(JB, (7,...D) = ist. 
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Die ganzen rationalen Funktionen mit jp-adischen 
Koeffizienten. 



§ 1. Deflnitionen. Der Körper Kijpy x) der rationalen Funktionen 

von X. 

Ich betrachte jetzt die ganzen rationalen Funktionen: 

(1) f{x) ^ A^x- + A,x-'' + . . . + ^, 

einer Variablen x mit beliebigen ganzen oder gebrochenen j!)-adischen 
Koeffizienten^ und gebe fQr sie zunächst einige Definitionen und Sätze^ 
welche aus den für die |)-adischen Zahlen gefondenen Resultaten ohne 
weiteres hervorgehen. 

Die Funktion f(x) heißt ganzzahlig für den Bereich von p^ 
wenn alle Koeffizienten A^ ganze p-adische Zahlen sind. Eine ganz- 
zahlige Funktion f{x) heißt primitiv, wenn nicht alle ihre Koeffi- 
zienten Af durch p teilbar sind, wenn also mindestens einer derselben 
eine Einheit ist. Jede ganze Funktion f{x) kann auf eine einzige Weise 
in der Form 

(2) m^p*-ax) 

geschrieben werden, wo p^ die höchste in allen Koeffizienten A^ ent- 
haltene Potenz von p und f^{x) eine primitive Funktion bedeutet. 
Dann soll p^ der Zahlenteiler und /Jj(a:) die primitive Funktion 
von f{x) genannt werden. Der Zahlenteiler ist dann und nur dann 
eine negative Potenz von p, wenn f{x) nicht ganzzahlig ist. 

Es sei f{x) eine beliebige ganzzahlige Funktion von x, und ea 
mögen: 

(3) ^. = «?),«i«ai»..., ^^ 
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die DarBtellangen ihrer Koeffizienten sein. Ersetzt man dann alle 
Koeiffizienten Ä^ durch ihre Näherungswerte Ä[^^ einer und derselben 
jf" Ordnong, so erhalt man eine ganze Funktion ti^ Grades 

(4) f^ffz) = ^*> ar- + ^*)ar— 1 + . . . + ^*' 

mit positiTen ganzzahligen Koeffizienten, welche der if^ Näherungs- 
wert Ton f(z) genannt werden solL Die so sich ergebenden Näherungs- 
werte 

bilden eine wohldefinierte Reihe Ton ganzen Funktionen mit positiven 
Zahlkoeffizienten y f&r welche dieselben Definitionen und Sätze gelten, 
wie ffir die Näherungswerte der j9-adischen 21ahlen. 

Zwei Funktionen f(x) und f(x) heißen kongruent für den 
Modul j?*'*'*, wenn ihre t*^ Näherungswerte f^^^(x) und f^^\x) noch 
Qbereinstimmen, oder, was dasselbe ist, wenn alle entsprechenden 
Koeffizienten A^ und Ä^ modulo f^^^ kongruent sind. Zwei Funk- 
tionen heißen gleich für den Bereich von p^ wenn ihre Näherungs- 
werte genfigend hoher Ordnung für jede noch so hohe Potenz von p 
kongruent, d. h. wenn ihre entsprechenden Koeffizienten beziehlich 
gleich sind. 

Sind f^{x)j f^^^(x)y ... die sukzessiven Näherungswerte von f{x)y 
so ist allgemein: 

(6) /^*+^)(x) = /^*)(a:) + p»+^ V'^^\x), 
wo: 
(ba) ] (x)'^ak^iX + atJ^iX H h a* + i 



das Aggregat aller Glieder von f{x) ist, die mit jp*+^ multipliziert 
sind, und diese Gleichung läßt sich als Kongruenz in der Form: 

f^'+^)(x) = f^'\x) (mod|?*+i) 

schreiben. Allgemeiner besteht auch für ein beliebiges A* die Kongruenz: 

f{x) = f^%x) (mody+^), 

weil ja eben der Jc^ Näherungswert von f{x) mit f^^^{x) identisch ist. 
Wir können also auch hier: 

f{x)^]im{f^'\x)) (p) 
setzen. *=* 

Eine ganzzahlige Funktion f^ix) ist offenbar dann und nur dann 
primitiv, besitzt also keinen Zahlenteiler, wenn ihr nullter Näherungs- 

ro<V)-4V + ...+ ai'» (ai^'>0) 



§ 1. Die ganzen rationalen Funktionen mit p-adischen Koeffizienten. 49 

nicht Null ist Ist ^o(^) ^^® andere primitive Funktion, ist also auch 
ihr nullter Näherungswert: 

von Null verschieden, so ist auch^ ihr Produkt ^oW ^ /o(^)^o(^) 
primitiv, denn für den nullten Näherungswert dieses Produktes besteht 
die Kongi'uenz: 

C(^) ^ fi'\x) g'^\x) = a?'6r ^'^" + • • • (mod p), 

and hier ist der Koeffizient Oo^^o von x ^^ durch jo sicher nicht teil- 
bar, wenn a^^ und bo'\ wie vorausgesetzt wurde, nicht Null sind. Es 
ergibt sich also der Satz: 

Das Produkt zweier primitiven Funktionen ist wieder 
primitiv. Sind l und /ü die GJrade der nullten Näherungs- 
werte der Faktoren, so ist der Grad des nullten Näherungs- 
wertes ihres Produktes gleich A + ii. 
Sind 

f(x) ^p^fo(x), g{x) ^p'goix) 

zwei beliebige ganze Funktionen, /iC^) und ^'oC^) ^^® zugehörigen 
primitiven Funktionen, so ist: 

f(x) g(x) =p'^-foix) (7o(x) =p'^-K(x), 

and da /^qC^) wieder primitiv ist, so ergibt sich der allgemeinere Satz: 
Der Zahlenteiler eines Produktes ist gleich dem Produkte 
der Zahlenteiler seiner Faktoren. 
Die Gesamtheit aller rationalen ganzen oder gebrochenen Funk- 
tionen mit p-adischen Koeffizienten bildet offenbar auch einen Bereich 
oder Körper, dessen Individuen sich durch die elementaren Rechnungs- 
operationen wiedererzeugen, denn die Summe, die Differenz, das 
Produkt und der Quotient von zwei rationalen Funktionen ist wieder 
eine solche. Ich bezeichne diesen Körper kurz durch K(pf x). Analog 
soll K(lfX) die Gesamtheit, oder den Körper aller rationalen Funk- 
tionen von X mit gewöhnlichen rationalen Brüchen, d. h. mit Zahlen 
von K(l) als Koeffizienten bedeuten. Auch hier ist K(l^x) ein 
Teilkörper von K{pyX)f denn er enthält ja alle und nur die Funk- 
tionen von K(p,x), deren Koeffizienten periodisch sind. 

% 2. Die einfachen und mehrfachen Oleichungsworzeln. Das Euklidische 
Verfahren zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers. 

Für die ganzen Funktionen mit ^^-adischen Koeffizienten gelten 
offenbar alle Resultate und Methoden der elementaren Algebra, soweit 
diese nur die vier elementaren Rechenoperationen voraussetzen, weil 

Hensel, Theorie der algebnisohen Zahlen. L 4 
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diese ja für die p-adischen Zahleu geuau ebenso wie für die gewöhn- 
lichen Zahlen definiert sind. Es sollen daher nur die wichtigsten von 
diesen Sätzen kurz angegeben werden. 

Eine ganze Funktion f{x) =- A^cif + A^oif-'^ -\ \- Ä^ des Be- 
reiches K{py x) laßt sich stets nach Potenzen eines beliebigen Linear- 
faktors x — i, entwickeln, wenn | eine beliebige |}-adi8che Zahl be- 
deutet. Ersetzt man nämlich in f{x) die Variable x durch 5 + (^"-S)^ 
so ergibt sich allein mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes: 

(1) /•(x) = /-(| + ^l)»/-(6) + q(f)(a;-|)+t^>(x-6)»+.-. 

wenn allgemein /"^'^(S) der Wert der i**"* Ableitung von f{x) für 
.T = I ist. 

Eine p-adische Zahl | heißt eine Wurzel der Oleichung 

(2) /•(^) = 0, ip) 

wenn die p-adische Zahl /"(!) für den Bereich von j) gleich Null ist^ 
d. h. wenn ihre Näherungswerte von genügend hoher Ordnimg durch 
jede noch so hohe Potenz von p teilbar sind. 
So besitzt z. B. die Gleichung: 

f{x)^x''+l^O (5) 
die beiden Wurzeln: 

a?! = 2, 1 2 1 3 4 . . ., a;, = 3, 3 2 3 1 . ., 

welche durch ein der Wurzelausziehung aus Dezimalbrüchen durchaus 
entsprechendes Verfahren beliebig weit eindeutig bestimmt werden 
können. Die Gleichung 

a:« - 2 - (5) 

besitzt für den Bereich von (5) keine Wurzel, während die kubische 
Gleichung: 

f{x)^s^-2^0 (5) 

die eine Wurzel : \^2 = 3, 2 2 1 • • • hat, welche ebenfalls nach Ana- 
logie der gewöhnlichen Methode beliebig weit berechnet werden kann. 

Dagegen besitzt diese Gleichung keine weitere pentadische Wurzel; 
wir werden später zeigen, daß und wie der Bereich der pentadischen 
2^hlen erweitert werden muß, damit sie ihrem Grade entsprechend 
genau drei Wurzeln habe. 

Aus der Darstellung (1) folgt nun genau wie in der elementaren 
Algebra der Satz: 
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Besitzt die Gleichung f{x) = die Wurzel a; = |, so ist 
ihre linke Seite durch den zugehörigen Linearfaktor {x — g) 
teilbar. 
In der Tat folgt ja aus (1) unter der Voraussetzung /*(|) =» 0: 

(3) fix) = (x-l) (/•'(§) + f^ {x-%) + ...) = {x-l)f,{x\ 

WO /i(a?) eine ganze Funktion des (n — 1)*®° Grades mit p-adischen 
Koeffizienten ist. So ist z. B. identisch: 

a:* + 1 « (^ - 2, 1 2 1 34 . . .) (^ - 3,323 1 . . .), (5) 

a:»-2 = (x-3,02 21...)(a;* + 3,0221...a; + 4,1240...). (5) 

In jedem Falle kaun man den komplementären Divisor f^{x) durch 
gewöhnliche Division oder aus der Gleichung: 

finden. 

Die Zahl | heißt eine %-fache Wurzel der Gleichung 

f{x)^0 (p), 

wenn ihre linke Seite genau durch (a: — g)* teilbar ist; dies ist, wie 
aus (1) unmittelbar hervorgeht, dann und nur dann der Fall, wenn 
f{x) selbst und ihre (Ä— 1) ersten Ableitungen für x^i verschwinden, 
wahrend f^*^(g) von Null verschieden ist. Im folgenden soll immer 
eine ä- fache Wurzel als äquivalent h gleichen einfachen Wurzeln an- 
gesehen werden. Besitzt die Gleichung f(x) = die ä- fache Wurzel §, 
so folgt aus (1), daß 

/•(x) = (.-|)*(^^f) + ^f (.-!) + . ..) 
= (x-|)*/i(x) (p), 

ist, wo f^{x) eine ganze Fimktion des (n— A)*^ Grades ist, welche den 
Linearfaktor {x — |) offenbar nicht mehr enthält. Hieraus geht her- 
vor, daß eine Funktion n*^ Grades eine Wurzel höchstens M-fach 
enthalten kann. 

Im Anschluß an diese Beti*achtungen beweisen wir den folgenden 
allgemeinen Satz: 

Besitzt die Gleichung f{x) = für den Bereich von p die 
k gleichen oder verschiedenen Wurzeln gj, g,, . . . g^t, so ist ihre 
linke Seite durch das Produkt der k zugehörigen Linearfaktoren 
{x — li) (ic — g,) . . . (a: — y teilbar. 
Dieser Satz wurde für i — 1 soeben bewiesen, und nach der Defi- 
nition der mehrfachen Wurzeln gilt er auch für ein beliebiges h^ falls 

4» 
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alle A; Wurzeln einander gleich sind. Wir nehmen nun an^ der Satz 
sei bereits för einen Wert von k bewiesen; sind dann gj, 5« • • • St 
k gleiche oder verschiedene Wurzeln von f(x) = 0, so besteht die 
Gleichung: 

(4) fix) = (oj _ g,) (X - I,) . . . (X - 1,)/;^, {X) (p). 

Wir können femer annehmen, daß jede dieser Wurzeln bereits so oft 
angenommen ist, als sie überhaupt in f(x) vorkommt Ist dann g^^^ 
eine weitere Wurzel unserer Gleichung, so ist diese von allen 5i, Sjy-b* 
verschieden. Ersetzt man nun in der Gleichung (4) x durch 6*+!? so folgt: 

= (1*^. - ü a*+. - y • • • (i»^x - y A+i (s*+.) (jp), 

und dieses Produkt kann nur dann Null sein, wenn mindestens 
einer seiner Faktoren gleich Null ist; da jedoch nach der Voraus- 
setzung alle DifiFerenzen (S*+i — I,) von Null verschieden sind, so muß 
/i+i(S*+i)==0, d.h. t\^i{x)^(x-i,^,)f,^^{x), also wegen (4): 

fix) = (:r-|0 . . . (a;-y (a:-|,^,)/i+2 W (p) 
sein, und damit ist unsere Behauptung durch den Schluß von k auf 
Ä + 1 bewiesen. 

Besitzt unsere Gleichung speziell n gleiche oder verschiedene 
Wurzeln: l^, ^, . . . g^, so ist also: 

(5) fix) = A,{x- 10 (X - I,) • • • (^ - ü (P), 

WO Aq ofiFenbar der Koeffizient von 3f^ in f(x) ist. Da somit f{x) eine 
(n + ly** Wurzel g^^j nur dann haben kann, wenn in der Identität (5) 
^Q » ist, so ergibt sich endlich der Satz: 

Eine Gleichimg n**^ Grades kann innerhalb des Bereiches 
K{p) nicht mehr als n Wurzeln haben, es sei denn, daß alle 
ihre Koeffizienten Null sind. 

Auch die Lehre von der Teilbarkeit der ganzen Funktionen können 
wir in vollem Umfange für den Bereich K(jp) der |?-adischen Zahlen 
entwickeln, da sie nur die elementaren Rechenoperationen voraus- 
setzt. Eine Funktion f{x) heißt teilbar durch eine andere ö(x), wenn 
f{x)^d{x)fy^{x) und fi{x) ebenfalls eine ganze Funktion ist. Durch ein- 
fache Division kann man sich stets überzeugen, ob d{x) in f{x) enthalten 
ist oder nicht. 

Zwei ganze Funktionen f{x) und g{x) besitzen den gemeinsamen 
Teiler d{x), wenn 6(x) sowohl in f{po) als in g{x) enthalten ist. Alle 
gemeinsamen Teiler 8{x) von f{x) und g{x) sind die sämtlichen 
Divisoren ihres größten gemeinsamen Teilers d{x)\ dieser kann bekannt- 
lich durch das sogenannte Euklidische Verfahren zur Aufisuchung des 
größten gemeinsamen Teilers bestimmt werden. Indem ich die be- 
züglichen Beweise als bekannt voraussetze, will ich das Verfahren selbst 
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lairz angeben: f{x) und g{x) seien bzw. vom Grade /i und v, und es 
sei H'^v. Ich bilde dann durch sukzessive Divisionen die Gleichungen: 

f{x)^g{x)g^{x) + h{x), 
g(x) = h{x)h^{x) + Jc{x), 
/gN Moc) = Hx) k^ (x) + l(x), (p) 

q{x)='r(x)r^{x) + s{x), 

r(x)=^s{x)Siix), 
wo z. B. gi(x) der Quotient und h(x) der Rest der Division von f(x) 
durch g{x) ist. Da die Grade der Reste h(x)y *(^)? l{x), , , , beständig 
abnehmen, muß man nach einer endlichen Anzahl von Divisionen zu 
einem Abschlüsse kommen, und man zeigt dann leicht, daß der letzte 
von Null verschiedene Divisionsrest s(x) = d(x) der gesuchte größte 
gemeinsame Teiler von f(x) und g(x) ist. Ist dieser Teiler d(x) vom 
nullten Grade, also eine Zahl, so heißen f{x) und g(x) teilerfremd 
oder relativ prim. 

Schreibt man die Gleichungen (6) in der Form: 

h(x) ^ f{x) - g{x)g^{x), 
-g^^ k{x) = g(x) - h(x)h,(x), (i>) 

s(x) -q{x)-r{x)r,(x), 
so erhält man durch sukzessive Elimination von h(x)f k(x)^. . . zuletzt 
eine lineare homogene Darstellung des größten gemeinsamen Teilers 
s(x) = d(x) durch f(x) und g(x), welche sich in der Form schreiben 
läßt: 
(7) ax)gix) + g(x)f(x) = d^x) (p). 

Sind also f(x) und g(x) zwei beliebige ganze Funktionen 
und d{x) ihr größter gemeinsamer Teiler fBr den Bereich von />, 
so kann man stets zwei Multiplikatoren f(x) und g{x) so 
bestimmen, daß die Gleichung (7) identisch erfüllt ist. 
Sind speziell f(x) und g(x) teilerfremd, also ihr größter gemein- 
samer Teiler d(x) = d eine Zahl, so kann man die Gleichung (7) durch d 

fix) q(x) 

dividieren. Ersetzt man dann die Multiplikatoren —v- und ^ t wieder 

durch f{x) und g{x)f so ergibt sich der speziellere Satz: 

Sind f{x) und g{x) zwei teilerfremde ganze Funktionen, 
so kann man zwei Multiplikatoren f(x) und g{x) auf ratio- 
nalem Wege so bestimmen, daß: 

(li) f{x)g{x) + g{x)f{x)=^l 

ist. 
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§ 3. Die Resultante zweier Funktionen. 

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt gefundenen Resultate wollen 
wir nun einen aus den Koeffizienten zweier Funktionen 

f{x) ^ ^0^' + Ä,x^^-^ + . . . + ^^, 
^ ^ g{x) = B^x' + B^x'-^ + . . . + 5^. 

gebildeten Ausdruck B{fj g) angeben, dessen Verschwinden die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafQr ist, dafi jene beiden Funk- 
tionen einen gemeinsamen Teiler haben; dieser Ausdruck wird die 
Resultante jener beiden Funktionen genannt und ist für unsere wei- 
teren Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit. 

Die beiden Funktionen f{x) und g{x) besitzen dann und nur dann 
einen gemeinsamen Teiler, wenn man zwei Multiplikatoren fi{x) und 
g^{x) von niedrigerem als dem ft**** bzw. v^ Grade so bestimmen kann, 
daß 

(?) f{x)g,{x)+g{x)ax)^0 (j>) 

ist. 

Ist nämlich d(x) jener gemeinsame Teiler, und setzt man: 

f(x) « d(x) f^{x), g{x) = -' d{x) g^{x), 

so ergibt sich durch Elimination von d{x) unmittelbar die obige Glei- 
chung. Besteht umgekehrt jene Gleichung (2), und nehmen wir an, 
f{x) und g(x) seien teilerfremd, so kann man, wie oben gezeigt wurde, 
zwei andere Multiplikatoren f{x) und g{x) so bestimmen, daß 

(2a) f{x)^{x) + 9ix)f{x)^\ {p) 

ist. Eliminiert man nun aus (2) imd (2a) f{x)y so würde sich: 

(2h) g{x) (f,{x) g(x) - g^ (x) f{x)) = - i/i W (p) 

ergeben, und es müßte also entweder gi{x) durch g(x) teilbar sein, 
was unmöglich ist, da g^ (x) höchstens vom v —- 1**° Grade ist, oder es 
müßte der Koeffizient von g(x) in (2 b) gleich Null sein, aber auch dies 
ist unmöglich, da ja dann auch gi{x) gleich Null sein würde. 
Es seien nun 

.3. fii^) - C,x^-' + C,x"-' + . . . + C^_„ 

zwei noch unbekannte Funktionen des (i—l^ bzw. v —l*^ Grades; sucht 
man dann die Koeffizienten C^ und D^ so zu bestimmen, daß die Glei- 
chung (2) identisch erfüllt wird, so erhält man für diese fi + v Koeffi- 
zienten ebensoviele lineare homogene Gleichungen: 
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(4) 



ADo 


+ B,C, 


-0, 


A^D^ + A^D^ 


+ B,C, + IioC^ 


= 0, 



welche besagen, daß die Koeffizienten von a:""*"*" 



xf 



ju+v-i 



Xj 1 



einzeln gleich Null sein müssen. Da aber ein System solcher Glei- 
chungen dann und nur dann durch nicht sämtlich verschwindende Werte 
der Unbekannten C,., D^ befriedigt werden kann, wenn ihre Deter- 
minante gleich Null ist, so gibt das Verschwinden jener Determinante 
die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz eines 
gemeinsamen Teilers von f{x) und g{x), ist also die gesuchte Resul- 
tante. 

Vertauscht man in ihr noch die Zeilen und Kolonnen, so kann 
die Eliminationsresultante der beiden Funktionen f{x) und g{x) folgender- 
maßen geschrieben werden: 



I A Ä 

I -^o> -^i> • • • 

i A^,A, 



A^ 








{^) 



B(f. 9) 



i 0...0 A,,A, A, 

\b,,B,, B,0...0 

lo B,,B, B^..O 

6 0...0 Bo.^i K 



(v Zeilen) 



(fi Zeilen) 



Aus dieser Darstellung der Resultante ziehe ich zunächst einige 
Folgerungen, welche später benutzt werden sollen. Es sei speziell 

f(x)^x-l^ 
eine lineare Funktion, also 



Dann ist: 



^0-1, ^i = --g, ft=l. 



(5a) R(x - I, g{x)) - 



1, -I 
1, -S 



1,-S 

Bq B^ B^ . , , B^_^y B^ 



Man erkennt sehr leicht, daß der Wert der rechts stehenden Determinante 
gleich g(l^) ist; addiert man nämlich die mit | multiplizierte erste 
Kolonne zur zweiten, addiert man hierauf die mit | multiplizierte zweite 
Kolonne zur dritten und fährt so fort, so £allen zuletzt alle Elemente 
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— I rechts Ton der Diagonalreihe fort, nnd die Determinante erhilt 
den Wert: 



1 





1 


















R{{x-^,g(x)) = 





B„ Ey B, 



1 



-B„ 



WO aUgemein B^ der Wert ist, in den B^ durch jene Umformungen 
übergehi Da aber offenbar 

B, - B,r + AI'-' + • • • + A - i?(i) 

wird, so ergibt sich wirklich: 

(6) Ä(z-|,p(ar)) = sr(|). 

In der Tat ist ja ^(|) stets nnd nur dann Null, wenn x — ^ und g(x) 

den gemeinsamen Teiler x — | haben. 

Einen besonders wichtigen speziellen Fall der Resultanten erhält 
man, wenn man annimmt, daß die zweite Funktion 

g{x)~f{x) - /tJoa^-> + 0* - l)^ia^-» + • • • + A^_^ 
die Ableitung der ersten ist. Diese Resultante: 

Ä^ ^..0 



^.f» 



A^. 



. 



(7) Bf{{x),m)^ 



. .^ 
iiAo 



A^-iO 



'll-l 



. 
.0 







(ft ~ 1) Zeilen 



(i Zeilen 



nennt man die Diskriminante der Funktion f(x) und bezeichnet 
sie durch D(f(x)). Sie verschwindet also dann und nur dann^ wenn 
f{x) mit seiner Ableitung einen gemeinsamen Teiler hat, und dies tritt 
immer ein, wenn f{x) auch nur einen quadratischen Faktor besitzt. 
Denn ist dies der Fall, und ist 

nx)~idix)yax), 

so ist ja die Ableitung 

rix) - 2d(x) ä:{x)f,{x) + (dix)yf,'{x) 

offenbar durch d{x) ebenfalls teilbar, d. h. es ist wirklich 

ii(f(x), rw) - 0. 
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§ 4. Elementare Eigenscliafteii der Resultanten nnd Diskriminanten. 

Ich gebe zuerst einige einfache Eigenschaften der Resultante 
R(fy g) an, welche sich aus der Natur der sie darstellenden Deter- 
minante (5) a. S. 55 fast unmittelbar ablesen lassen. 

I. Vertauscht man in dieser Determinante die erste Funktion f\x) 
mit der zweiten gix)y so ergibt sich sofort 

(1) R{g,f) = i:-\y^R(f,g), 

denn dieser Vertauschung entsprechen ofiFenbar in jener Determinante /tiv 
Zeilenvertauschungen. 

II Es sei femer i^ > /t; bildet man dann die Eliminationsresultante 
Rim, g{X) + cx'-^'-^f(x)) 
der beiden Funktionen: 

f(x) = A^x^ + A.xf'-"^ + ...-(. ^^, 
g{x) - g(x) + cx''^"^f{x) = B^x' + ...4.(1?^ + cA^)x'-^ + 
+ {B,^, + cA,)x^-'-' + '", 
wo k eine der Zahlen 0, 1, . . . r — /i bedeuten kann, so unterscheiden 
sich die Koeffizienten von g(x) von den entsprechenden von g{x) nur 
dadurch, daß Bj^j ^^ + 1; • • • ^;. + /i ^z^- ^^ ^-^0? ^^u • • • ^^n vermehrt 
sind. Die Determinante für R(ff g) geht also einfach dadurch aus R{f, g) 
in (5) hervor, daß zu der ersten, zweiten, . . . /i'®" Zeile der B bzw. die ^ ^,^^^'' 
mit c multipüzierte (A + l)***, (A + 2)*«, . . . (A + /li)*« Zeile der A addiert 
wird. Da aber diese Operationen den Wert einer Determinante nicht 
ändern, so ergibt sich die Gleichung: 

R(fix), g(x) + cx'-^'^m) = R{f{x), g{x)). 
Es sei jetzt allgemeiner 

h{x) = Co^:*-'" + C^x^'f'-^ + • • • + C,_,, 

eine beliebige ganze Funktion von nicht höherem als dem (1/ — /t)**" 
Grade. Dann folgt aus dem soeben bewiesenen Satze sofort, daß: 

(2) R{f{x), gix) + h(X)f<x)) = R{f{x), g{xj) 
ist, denn man braucht diesen Satz nur für 

A = 0, l, , . . V — (i 
sukzessive anzuwenden, um die Richtigkeit der letzten Gleichung zu 
beweisen. Derselbe Satz gilt auch, wenn h(x) eine ganze Funktion be- 
liebigen Grades von x ist, nur tritt in diesem Falle noch eine gewisse 
Potenz von Aq bzw. Bq als Faktor auf; der einfache Beweis dieser Tat- 
sache, welcher ganz analog geführt wird, mag dem Leser überlassen 
bleiben. 

III. Fast ebenso einfach kann die folgende dritte Eigenschaft der 
Resultante bewiesen werden. 
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Sind 

zwei beliebige Funktionen, so besteht die Gleichung: 

(3) R(li^x)k(x), g{x)) - Ä(A(a;), g{x)) • R{k{x)y giß)). 

Zum Beweise dieses Satzes stellen wir (nach dem Vorgange von E. Netto 
Algebra § 152) die beiden auf der rechten Seite von (3) stehenden 
Resultanten als Determinanten (« + /J + v)**' Ordnung dar und beweisen, 
daß ihr nach dem Multiplikationssatze gebildetes Produkt der links- 
stehenden Resultante gleich ist. Es ist nämlich: 



\H, 



H„ 



Bl-R{h(x),g(x)) = 




Bo 

6 






Ä„ 



H„ 



B„ 







B, .. 





V Zeilen 



a Zeilen 



ß Zeilen 



CBJ 



denn die rechtsstehende Determinante geht ja aus der Determinante für 
R(h{x\g(x)) durch Ränderung mit /3 Zeilen und Kolonnen hervor, welche 
nur in der Diagonale das Element B^ und sonst lauter Nullen enthalten. 
Ebenso leicht erkennt man, daß: 



^. 



K, 



^,i 



K, 



ES ■ R{Mx),g{x)) = 



ÜT« 



B. 



-So .... K^ 
. . B. 



B„ 



a Zeilen 



V Zeilen 



ß Zeilen 



ist, denn hier ist die aus den (v + ß) letzten Zeilen und Kolonnen ge- 
bildete Unterdeterminante gleich R(k{x), gix)), und an sie schließen sich 
nach links und nach oben die a rändernden Spalten und Zeilen an. 
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Bildet man nun das Produkt dieser beiden Determinanten in der 
gewöhnlichen Weise, daß die Zeilen der ersten mit den Kolonnen der 
zweiten multipliziert werden, so erhält man eine Determinante der 
(a + /3 + v)^^ Ordnung, deren erste v Zeilen vöUig mit denjenigen der 
Resultante von 

und g{x) übereinstimmen, aber auch die a + ß letzten Zeilen können 
leicht durch Zeilenverbindungen unter Heraussetzung von ifS^ in 
die entsprechenden Zeilen jener Resultante R(h{x)k(x), g(x)) verwandelt 
werden. Und damit ist jener Satz vollständig bewiesen. 

Wegen des Vertauschungssatzes (I) besteht dieselbe Gleichung auch 
in dem Falle, daß die zweite Funktion g{x) gleich dem Produkte zweier 
Faktoren niedrigeren Grades ist, und der Satz läßt sich ofiFenbar auch 
auf den Fall von mehr als zwei Faktoren ausdehnen. 

Ich gebe zuerst einige einfache Anwendungen dieses wichtigen 
Satzes: Ist f(x) = (foix))' die Potenz einer anderen Funktion, so folgt 
aus dem soeben bewiesenen Theorem: 

(4) li(foi^)% g{^)) = R(U^h 9i^))% 

also speziell fiir /J,(n?) = n? — |, nach (6) a. S. 56 
(4a) R{ix-lS)'^ gix))^g{l^)\ 

Besonders einfach wird der Ausdruck für die Resultante zweier 
Funktionen, von denen die eine, etwa die erste, in lauter Linearfaktoren 
zerfällt. Ist nämlich 

/•(a;) = (a?-5,K^-SJ---(^'-U, 
so ergibt sich aus dem Satze (3): 

B(f{x), g(x)) = R {YJ{x - I,), g(x)) = rjBix ~ ^, g(x)) 

(5) * ' 

i 
Ist auch g(x) gleich dem Produkte von v Linearfaktoren, ist also: 

g(x) = Bq(x - rj,)(x - i?,) • • • (:r ~ i?,), 

80 ergibt die soeben gefundene Formel 

Nehmen wir auch in f(x) den Koeffizienten A^ nicht gleich Eins 
an, so folgt unter Anwendung des Vertauschungssatzes (1) leicht 
das allgemeine Theorem: 
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Die Resultante zweier in Linearfaktoren zerlegbarer Funk- 
tionen: 
f{x) - A^{x - gj . . . (^ - 1^), ij{x) = B^{x -%)••• (a; - %) 

ist durch die einfachen Gleichungen 



R(m, gix)) = A:B,^YIIJ{%, - %) = A; . fjgi^, 



:) 



(6) 



sl *=rl 



=(-i)'"-.Bo''J7a%) 

gegeben. 

Bei diesen Darstellungen sieht man ohne weiteres^ daß R(f, g) 
dauQ und nur dann verschwindet, wenn f\x) und g{x) mindestens einen 
Linearfaktor gemeinsam haben, d. h. wenn mindestens ein g,. = ly^ ist. 
Auch die vorher durch allerdings sehr einfache Determinantenbetrach- 
tungen bewiesenen drei fundamentalen Eigenschaften der Resultante 
werden in diesem Falle aUe trivial. Erst später werden wir beweisen, 
daß jede Funktion f{x) mit beliebigen jp-adischen Koeffizienten auf 
eine einzige Weise in ein Produkt p-adischer Linearfaktoren x — ^ 
zerlegt werden kann. Da wir aber den Beweis dafür gerade unter 
Benutzung jener drei Eigenschaften der Resultante führen werden, so 
wurden diese hier auf direktem Wege erwiesen. 

Ein für die folgenden Untersuchungen besonders wichtiges Resultat 
erhält man, wenn man die soeben bewiesenen Sätze auf die Diskri- 
minanten anwendet, welche ja spezielle Resultanten sind. 

Ist 

f{x)^h{x)h{x) 

eine Funktion n^"^ Grades, welche gleich dem Produkt zweier Faktoren 
«**° und /S*®" Grades ist, so ergibt sich aus den erwähnten Sätzen die 
Gleichung : 

BifipcS) = R{f{x), f\x)) = IlQi{x)Ux), h(x)k\x) + k{x)h\x)) 

= R{h{x), h{x)Tc{x) -f k{x)h\x)) • R{Hx)j h{x) k\x) + k{x) h\x)) 

= EQi{x)y k{x)li{x)) ■ R{k{x)y h{x)k\x)) 

= R(h{x), h\x)) ' R(k{X), k\x)) • R(Ji{x), k{x)) • R{k{x), h{x)), 

es gilt also die wichtige Gleichung: 

(7) D(h{x) . k{x)) = (- lyi^ DQi{x)) D{k{x)) R\h{x), k(x)). 

Ist speziell: 
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eine Funktion, welche in lauter Linearfaktoren zerfällt, so folgt aus 
der Gleichung (5) a. S. 59: 

D{m) = R{f(x), fix)) = A'rrik) f'(^) • • • nw 

^ ^ - ^»/-'(Si - 1,) (Ix - 1.) • • • %. - !,_,), 

oder, wenn man die nur durch ihr Vorzeichen sich unterscheidenden 
Faktoren zusammenfaßt: 

." C" - 1) 
(8a) D(f(.x))^i-1) * •^5''-'(Si-y*(St-la)*---(g.-i-y'; 
hier erkennt man ohne weiteres, daß D{f{x)) dann und nur dann 
verschwindet, wenn mindestens zwei unter den fi Wurzeln li, • • . 6;, 
einander gleich sind. Unter dieser Voraussetzung wird auch die 
Richtigkeit der Gleichung (7) fast evident; jedoch werde der Beweis 
dafür dem Leser überlassen. 



Viertes Kapitel. 

Die Zerlegung der ganzen Funktionen mit i?-adischen 
Koeffizienten in ihre irreduktiWen Faktoren. 



§ 1. Beweis eines Hilfssatzes. 

Die Determinantendarstellung der Resultante R(f,g) benutze ich 
jetzt zum Beweise eines Satzes, welcher für die folgenden Unter- 
suchungen von fundamentaler Bedeutung ist. 

Es seien wieder: 

fix) = A^ + A,x«-' + ... + A^, 
^ ' 9{x)'= B^x^ + £,x'-» + ••• + £, 

zwei teilerfremde ganze Funktionen ft**" und v**° Grades von x mit 
ganzzahligen |)-adischen Koeffizienten; dann ist ihre Resultante: 

(2) R{f,9)^piE 

eine von Null verschiedene ganze |>-adi8che Zahl, deren Ordnungs- 
zahl Q sein möge. 
Es sei nun: 

(3) F{x) ^ -Fo^ + ^-i + i^ix^'-^-« + • • • + -F^^.^i 

eine beliebige Funktion mit ganzzahligen |)-adischen Koeffizienten. 
Dann kann man stets und zwar auf eine einzige Weise zwei Multi- 
plikatoren: 

f,(x) = C,x^^'' + 6X-« + . . . + C^_i, 

g^{x) « Do^'-^ + A^'~' + • • • + D,^i 

bzw. vom (/t— 1)*~ und (v— 1)**" Grade mit p-adischen Koeffizienten so 
bestimmen, daß 

(4) f{x)9,{x) + g{x)U{x) = F{x) 

ist. Multipliziert man nämlich die linke Seite aus, und setzt dann die 
Koeffizienten von af^^'^y a?'' "*•"""*, ... a;, 1 auf beiden Seiten gleich, 
so erhält man genau, wie a. S. 55, die ft + t' Gleichungen: 
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(4a) 



-■^o-^o + -Bo ^0 — ^o> 



deren Determinante eben die Resultante Rif^g), also von Null ver- 
schieden ist. Wie also auch die Koeffizienten F^ von F{x) gewählt 
sein mögen, immer kann man diese Funktion auf eine einzige Weise 
in der Form (4) darstellen. 

Aus den linearen Gleichungen (4 a) bestimmen sich die Koeffi- 
zienten C^ und Dj^ als Brüche, deren gemeinsamer Nenner die Resul- 
tante JR (/", g) ^ pi E, und deren Zähler eine homogene lineare 
Funktion von -F^, -F^, . . . i^^^^^j mit ganzzahligen Koeffizienten ist. 
Besitzt also F{x) den ZahlenteUer p'', ist also: 

F{x)^p'F,{x), 

wo Fq{x) eine primitive Funktion ist, so sind alle Koeffizienten F^ 
durch p"" teilbar. Daher sind alle Koeffizienten C^ und 2)^ mindestens 
durch p''^ teilbar, d. h. die Multiplikatoren fi{x) und gi{x) haben 
mindestens den Zahlenteiler p''-"^, Ist also r^p, so besitzen die 
Multiplikatoren fi{x) und gi{x) sicher ebenfalls ganzzahlige |}-adische 
Koeffizienten. So ergibt sich der folgende wichtige Satz: 

Sind f{x) und g{x) zwei ganze ganzzahlige teilerfremde 
Funktionen vom yL^^ und v^^ Grade, deren Eliminations- 
resultante die Ordnungszahl q besitzt, so kann man jede 
Funktion 

(3) F{x)=p'F,{x), 

deren Grad kleiner als yi + v, und deren Zahlenteiler jp'* gleich 
oder größer als jpC ist, auf eine einzige Weise in der Form: 

(4) F{x) = f{x)9,{x)+g{x)f,{x) 

SO darstellen, daß die Gb'ade der Multiplikatoren f^ipc) und 
giix) bzw. kleiner als fi und v, und daß ihre Zahlenteiler 
mindestens gleich p"""^ sind. 

§ 2. Die primären und die irreduktiblen Funktionen mit jp-adischen 

Koeffizienten. 

Auf dem im vorigen Abschnitte bewiesenen Hilfssatze beruht 
nun die Möglichkeit, die ganzen Funktionen von x in ihre ein- 
fachsten Bestandteile, die irreduktibeln p-adischen Faktoren zu zer- 
legen. Wir nennen, entsprechend den Definitionen der gewöhnlichen 
Algebra, eine Funktion f{x) unzerlegbar oder irreduktibel im 
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Bereiche der j)-adischeii Zahlen^ wenn sie nicht in Faktoren 
niedrigeren Grades mit p-adischen Koeffizienten zerl^t werden kann. 
So sind z. B. offenbar alle Linearfaktoren Ax — B irreduktibel. Da- 
gegen ist die quadratische Funktion x^ — A nur dann irreduktibel 
für den Bereich von p, wenn sich innerhalb desselben die Quadrat- 
wurzel aus A nicht ausziehen läßt. So ist z. B. 

X« + 1 « (a; - 2, 1 2 1 . . .) (^ - 3, 3 2 3 . • •) (5) 

innerhalb K{b) zerlegbar^ dagegen a:* — 2 in demselben Bereiche un- 
zerlegbar. Ferner ist: 

a:» - 2 = (a: - 3,022 1 . . .) (^ + 3, 2 2 1 . . . a: + 4, 1 240 • • •) (5) 

innerhalb K{b) zerlegbar, während die auf der rechten Seite auf- 
tretende Funktion zweiten Grades für diesen Bereich irreduktibel ist. Aus 
den angeführten Beispielen geht hervor, daß eine für den Bereich 
K{i^x) irreduktible Funktion innerhalb des Bereiches der j)-adischen 
Zahlen noch in Faktoren niedrigeren Grades zerfallen kann; denn es 
fällt ja hier die Beschränkung weg, daß die Koeffizienten rationale, 
d. h. periodische |)-adische Zahlen sein sollen. Unser Begriff der Irre- 
duktibilität ist also enger als der gewöhnliche. 

Zunächst ist eine irreduktible Funktion nur bis auf einen multi- 
plikativen Zahlenfaktor bestimmt. Wir wollen auch diesen Zahlen- 
faktor für alle reduktiblen und irreduktiblen Funktionen ein für alle- 
mal dadurch fixieren, daß wir eine bestimmte unter diesen verschie- 
denen Funktionen als primär bezeichnen: 
Eine Funktion: 
(1) F{x) =» p^af" + A^oT'^ H + A^ 

soll primär heißen, wenn sie primitiv ist, und wenn zugleich 
der Koeffizient der höchsten Potenz Aq^ p^ eine reine Potenz 
von p ist. 
Jede Funktion F(x) läßt sich dann offenbar auf eine einzige Weise 

in der Form: 

(la) F{x) = A.F,(x) 

darstellen, wo A =-p^'E ein Zahlenfaktor und F^(x) eine primäre 
Funktion ist. Das Produkt 

zweier primären Funktionen ist wieder primär, da dasselbe ebenfalls 
keinen Zahlenteiler hat. Zerfällt endlich eine primäre Funktion Fq{x) 
in ein Produkt zweier Faktoren niedrigeren Grades, ist also: 

(2) F,ix)~fix)ffix) 
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80 ist dieselbe Funktion auch gleich dem Produkte zweier primärer 
Faktoren derselben Grade. In der Tat, sei f{x) noch nicht primär, 
und es sei f{x) = a/o(^)? wo ff^{x) primär ist. Schreibt man dann (2) 
in der Form: 

so muß €L9{x)^g^{x) auch primär sein, denn einmal hat g^^ix) keinen 
Zahlenteiler, weil sonst das Produkt /i(^)^o(^) densölben Zahlenteiler 
haben würde und zweitens folgt durch Koeffizientenvergleichung aus 
der Gleichung: 

(p«a;» + •••)== iv^^" + • • •) Oo^' + 91^"'^ + •••). 
daB der Koeffizient g^ == p^ eine reine Potenz von p sein muß. 

Ist speziell jp^ = 1 , so folgt durch Koeffizientenvergleichung, daß 
auch p/*=jpy = l sein muß; ist dagegen jp">l, so muß mindestens 
eine der beiden Potenzen pl^ und p^ noch größer als Eins sein. 

Es gelten nun für die irreduktibeln Funktionen P{x) mit p'B,ä\- 
schen Koeffizienten dieselben Sätze wie für diejenigen mit rationalen 
Koeffizienten und zwar wollen wir die folgenden herleiten: 

I) Eine irreduktible j)-adische Funktion P{x) ist in 
einer andern Funktion F{x) entweder als Teiler enthalten 
oder sie ist zu ihr teiler&emd. 

Hätten nämlich P{x) und F{x) einen gemeinsamen Teiler, so 
könnte man ihren größten gemeinsamen Teiler D{x) durch das Eukli- 
dische Verfahren rational bestimmen, und D{x) wäre ebenfalls eine 
ganze Funktion mit jp-adischen Koeffizienten. Dann wäre aber gegen 
unsere Voraussetzung P{x)=^D(x)P(x) als Produkt zweier Funktionen 
von niedrigerem Grade dargestellt. 

II) Eine irreduktible Funktion ist in dem Produkte zweier 
oder mehrerer Funktionen nur dann enthalten, wenn sie in 
einem jener Faktoren aufgeht. 

Denn wenn f{x)'f^{x) den Teiler P{x) enthält, f{x) aber nicht, 
so sind f{x) und P{x) teilerfremd; also kann man die ganzen Funk- 
tionen f {x) und P(a?) so bestimmen, daß: 

f{x)f{x) + P{x)P{x) = l (p) 
ist. Multipliziert man diese Gleichung mit fi(x), so folgt: 
if(.x)-fy{x))f{x) + P(a;) U{x) P(x)^f,ix) ip), 

und hier ist die linke Seite nach Voraussetzung durch P{x) teilbar, 
also muß auch f^(x) ein Vielfaches von P(x) sein. 

ni) Zwei Produkte irreduktibler Funktionen sind nur 
dann gleich, wenn sie identisch sind. 

Hentel, Theorie der algebraischen Zahlen. L 5 
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Ist nämlich 
AP.ix) P,ix) . ■ . P,(x) » BQ,ix) Q,(x) . . . Q,(x) (p), 
WO Ä und B Zahlen und die P,(a:) und Qi{x) irreduktible Funktionen 
sind^ so muß z. B. die Funktion Pi(x) abgesehen von einem Zahlenfaktor 
mit einem der Faktoren Qi{x) identisch sein, weil sie ein Teiler des 
rechts stehenden Produktes ist. Ist aber z. B. Pi(x) gleich Qi(x)y so 
kann man die obige Gleichung durch Pi{x) dividieren und dann für 
P^ix) in gleicher Weise weiter schließen usw. Zuletzt ergibt sich 
dann A^ B und damit der vollständige Beweis unserer Behauptung. 

§ 3. Die Zerlegung der ganzen Funktionen mit j>-adi8chen 
Eoeiäzienten in ihre irreduktiblen Faktoren. 

Ich beweise jetzt dea für die ganze Theorie grundlegenden Satz: 
IV) Eine Funktion F(x) mit jp-adischen Koeffizienten 
ist auf eine und nur eine Weise in irreduktible jp-adische Fak- 
toren zerlegbar, und es gibt ein endliches Verfahren, um diese 
Faktoren mit jeder vorgegebenen Genauigkeit zu berechnen. 
Ist die Zerlegbarkeit einmal bewiesen, so folgt aus Satz III), daß 
die Zerlegung in irreduktible Faktoren nur auf eine Weise möglich ist. 
Femer brauchen wir nur ein endliches Verfahren anzugeben, mit dessen 
Hufe eine beliebige Funktion in zwei Faktoren niedrigeren Grades 
zerlegt oder bewiesen werden kann, daß eine solche Zerlegung nicht 
möglich ist. Ist nämlich 

(1) Fix) = f{x).g{x) 0), 

80 kann ja jeder Faktor ftb* sich weiter untersucht und in derselben 
Weise solange fortgefahren werden, bis eine weitere Zerlegung nicht 
mehr möglich ist. 

Der Einfachheit wegen wollen und können wir die ganzzahlige 
Fimktion F(x) als primär annehmen; es sei also 

(2) F(x) ^p^x^ + A^inf-^ + . . . + ^. 

Ist dann eine Zerlegung (1) überhaupt möglich, so kann man nach 
dem a. S. 65 bewiesenen Satz die beiden Funktionen f{x) und g{x) 
ebenfalls als primär annehmen, sie werden also die Form haben 

^ ^ 9{x) = pf'X* + Ci«- ' + ••• + 0,. 

Besteht nun für F{x) eine Zerlegung (1), so folgt ans ihr, wenn 
wir zu den Näherongswerten übergehen, für ein beliebig großes h die 
Kongruenz 
(4) F^\x) =p){x) • f?(*)(a;) (modi)*+»). 
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Sobald F{x) in zwei Faktoren fi*®' und v^^ Grades zerfällt, besteht 
also för jeden ihrer Näherungswerte F^^^{x) eine analoge Zerlegung. 
Wir haben daher zunächst das Resultat, daß eine Zerlegung der pri- 
mären Funktion F{x) in zwei Faktoren fi*®" und v^ Grades nur dann 
möglich ist, wenn jeder ihrer Näherungswerte F^\x) modulo|?*+* in 
zwei ganzzahlige primäre Faktoren der gleichen Grade zerfällt. 

Die Frage, ob eine ganzzahlige Funktion F^\x) für den Modul 
p^^^ überhaupt in zwei Faktoren zerfallt oder nicht, kann für jeden 
Wert von k durch eine endliche Anzahl von Versuchen entschieden 
werden. Man braucht ja nur alle modulojp*+^ inkongruenten ganzen 
ganzzahligen Funktionen vom (n — 1)*®" und von niedrigerem Grade, 
deren Anzahl immer endlich ist, hinzuschreiben, und je zwei unter 
ihnen, deren Grade sich zu n ergänzen, miteinander zu multiplizieren. 
Ist dann eins jener Produkte kongruent F^^\x) modulo|)*+^, so ist 
F^\x) für diesen Modul zerlegbar. Im entgegengesetzten Falle ist 
F^\x) unzerlegbar, und daraus folgt dann sofort, daß auch F(x) nicht 
in zwei ganzzahlige Faktoren niedrigeren Grades mit p-adischen Koef- 
fizienten zerlegt werden kann. Dagegen folgt aus der Zerlegbarkeit 
der Näherungsfunktion F^^(x) modulojp*"*"* bis jetzt noch keineswegs 
die Zerlegbarkeit von F(x) selbst. Durch die folgenden Betrachtungen 
wird aber die letzte Aufgabe vollständig auf die Lösung der ersten 
zurückgeführt. 

Wir wollen voraussetzen, daß die Diskriminante D(F) von F(x) von 
Null verschieden ist. Hierin liegt keine Beschränkung: denn wenn 
D{F) = ist, so hat die Funktion F(x) mit ihrer ersten Ableitung 
F (x) einen gemeinsamen Teiler D{x), den wir durch das Euklidische Ver- 
fahren bestimmen können. Wir hätten damit also sofort eine Zerlegung 
von F(x) in zwei Faktoren niedrigeren Gb'ades gewonnen. Es sei also 

(5) D{F)^p^E, 

wo die Ordnungszahl d eine ganze nicht negative Zahl ist, welche, wie 
beiläufig bemerkt werde, gleich oder größer als a^ sein muß. Denn aus 
der a. S. 56 gegebenen Darstellung (7) von D{F) in Determinantenform 
folgt ja, daß D(F) durch Ä^^p^^ teilbar ist, weil die beiden einzigen in 
der ersten Kolonne stehenden von Null verschiedenen Elemente Mul- 
tipla von Aq sind. 

Ist nun F^'^ix) ein Näherungswert von F{x), dessen Index r^d 
ist, so ist: 
(4a) D(F'-)) = D{F) (modi>^+ 1), 

d. h. auch die Diskriminante von F^''^(x) besitzt genau die Ordnung d. 

6* 
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Dm; FrH^ oadbi d«r Z«rlegbark«it r^m F^x wird nim Tollig ent- 
m^ifsAten dordi 6^n (fAfpmdea widiügea Salz: 

bt die Dislmmingnte ran J^ix) toh der Ordnnig d. so 
t^fffSüt ^ Funktion Fiz) dann and nur dann in Faktoren 
medrigtren (inde§f wenn ihr S^ XiheningBweit F^*(xi modale 
/^^^ z^rßttt^ nnd zwar enttpridit jeder Zerlegang 

F^(x) = f(z) g(z) (med j/^ ^ 
eine eindeutig bestimmte Zerlegang ron F(x) in /Hadiache 
Faktoren 

F(x)''f(x)g(x) (p) 

in der Weise, daß fix) and ^(x) Nähenmgswerte tod f(x) and 
^(x) find. 
Um diesen Beweis allgemein za f&hren, nehme ich an, wir kennen 
Mchtm eine Zerlegung 

irgend eines Näherangswertes von F(x) in zwei Faktoren ft^ and t^ 
Orades fOr einen Index r, welcher größer oder gleich d ist; dann zeige 
ich, daß and wie man zwei Zasatzfanktionen fi(x) and g^(x) yon 
niedrigerem als dem fi^ nnd i/^ Grade so bestimmen kann, daß 
auch für den nächsthöheren Näherungswert F'"*'^^{x) die entsprechende 
Kongruenz: 

(0a; t'^^H^)^(fo(x)+f,(x))(ßo{x) + g,{x)) (mod|f+>) 

besteht. Hierbei bestimmen sich, wie gleich bewiesen wird, die Zusatz- 
funktionen /*,(a?) und gi(x) von selbst so, daß ihre Zahlenteiler mindestens 
gleich ff^^'^ sind, d. h. daß: 

ist. Wendet man nun dasselbe Verfahren der Reihe nach für r = d, 
d -i- If Ö + i ' ' ' Btif so erhält man zuletzt mit jeder vorgegebenen 
Genauigkeit zwei wohldefinierte Funktionen ft*^ und v*®° Grades: 

m - fo(a;) + pf.(^) + p%i^) + ••■ (p) 

g(x) - 8o(«) + Pol («) + i»'9f (») + • • • 
d«! Bereiches Jir(p, a;), fOr welche die Gleichung: 

F(x)~fix)-g{x) (p) 
beiiteht; und damit ist unsere Aufgabe dann voUständig gelöst. 

Zum Beweise, daß aus der Kongruenz (6) die Kongruenz (6 a) her- 
geleitet werden kann, schreibe ich die letztere in der Form: 

F'+^C«) - foi.x)ga{x) - (FC-+»)(a;) - Pr){x)) + (F^'Kx) -^x^g^ix)) 
^ ^ '^f,i'')9dx) + f,(,x)g,ix)+f,ix)g,ix) (modp-+'). 
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Dann ist die linke Seite eine gegebene ganze ganzzahlige Funktion 
von niedrigerem als dem n = (/* + v)**^ Grade, da sich die Glieder 
nf^ Ordnung, welche alle gleich ^p^'^sf* sind, wegheben, und sie be- 
sitzt den Zahlenteiler if '*"S da dies sowohl für F^''-^^^(x) — F^''^(x) als 
für F^^\x) — f^{x) gQ{x) der Fall ist; das erste folgt ja aus der Defi- 
nition der Näherungswerte, das zweite aus der vorausgesetzten Kon- 
gruenz (6). Setzen wir diese bekannte Funktion gleich lf^^%fi{x\ so 
haben wir also 

so za bestimmen, daß: 

i>'+'-'(^(a;)9,(a;) + «7o(a:)fi(x)) +p«:+»-«'fi(x)9i(a;) 
=JP"^*3o(*) (modi)'-+«) 
wird, oder nach Division mit jp''+*~*: 

(6c) /■o(^)9i(^)+fl'oWfi(^)+JJ'+^-*f.(a:)9i(a:)=p*5„(a;) (modp'+'). 
Diese Aufgabe kann aber immer gelöst werden. Es sei luLmlich 
Q die Ordnungszahl der Eliminationsresultante iZ(/o; 9o) ^^^ /o ^^^ 9o} 
so folgt aus der a. S. 60 bewiesenen Gleichung (7): 

I>(fo-9o)'± Wo) D(9o) R'ifo, ffo) 
und der Kongruenz (6) die neue Kongruenz: 

B{F<^^){x))^±D(f,)D{g,)R*{f„9,) (modi)'+>)- 
Da die Diskriminanten D(f^ und I){g^ von f^ix) und ö'oC^) Zahlen 
von nicht negativer Ordnung sind, so ergibt sich hieraus, daß die 
Ordnungszahl 2q von IPif^, g^ höchstens gleich der Ordnungszahl S 
von 2)(JF('-)) ist, d. h. daß 

sein muß. 

Folglich ist die in der Kongruenz (6 c) rechtsstehende Funktion 
P^^q{x) von niedrigerem als dem (/ii + v)**° Grade und ihr Zahlenteiler 
größer als p^. In diesem Falle kann man aber nach dem auf Seite 63 
bewiesenen Hilfssatze zwei Multiplikatoren \i{x) und ^x{x)j deren Grad 
bzw. höchstens gleich (fi — 1) und (i/ — 1) und deren Zahlenteiler 
mindestens gleich p^"^ ist, so bestimmen, daß für den Bereich von pi 

ist. Betrachtet man diese Gleichung als Kongruenz für den Modul 
jp*^+^ und bezeichnet man die ö^^ Näherungswerte von ^^{x) und ^lipc) 
bzw. durch \i{x) und ^lix), so haben auch sie mindestens den Zahlen- 
teiler p^~^*) und es besteht für sie die Kongruenz: 
/i(^)9i(^) +^o(^)fi(^)^yi5o(^) (modp<^+i). 

*) Also erhalten die Zusatzfunktionen f^ (x) und g^ (x) in (6 a) mindestens den 
Zahlenteilör p'"+^~* . p^"? «= p''+*-"?, nnd f^{x) ist somit ein Näherungswert 
(r-p)fr Ordnung von f{x) = f,(x) + f,{x) + '-- . 
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Dieselben Funktionen befriedigen aber auch die Bedingongskongruenz 
(6c), denn ^^(x) nnd Qi(x) sind ja mindestens durch p^~? und somit 
das links noch auftretende Glied p^'^^'^^i(x)Qi{x) mindestens durch 
p^"*"*"*"*^"*^ teilbar. Da nun nach (7) *— 2(>^0, und nach Voraussetzung 
r^d ist, so ist jenes Zusatzglied mindestens durch p^'^^ teilbar und 
kann daher weggelassen werden. 

Hiermit ist die Aufgabe, eine beliebige Funktion n**^ Grades in 
irreduktible j}-adische Faktoren zu zerlegen, vollständig gelöst, und es 
ist leicht, eine solche Zerlegung wirklich durchzuführen. Zu diesem 
Zwecke bestimme man zunächst die in der Diskriminante der Torge- 
legten Funktion F(x) enthaltene Potenz p^ von p und untersuche, ob 
der **• Näherungswert F^^{x) von F{x) für den Modul p^+^ Teiler 
besitzt oder nicht. Besitzt er keine Teiler, so ist F{x) für den Be- 
reich von p irreduktibeL Ist dagegen F^^(x) zerlegbar für den Modul 
j/'+* und ist Pi{x) der oder wenigstens ein Teiler vom niedrigsten 
Grade, so folgt aus der Kongruenz: 

F^^{x) = P^\x)F^\x) (modp<^+0 
nach dem soeben bewiesenen Satze, daß F{x) einen Teiler Pi{x) hat, 
dessen Näherungswert Pi^{x) ist, d. h. es ergiebt sich eine Gleichung: 
(8) Fix)^P,ix)F,{x) (p). 

Der so bestimmte Faktor Pi(x) ist nun in der Tat eine Primfunktion. 
Denn zerfiele etwa Pi(x) in das Produkt Pi{x)p^(x) zweier Faktoren 
niedrigeren Grades, so wäre nach dem Vorigen auch Pi^(x) zerlegbar; 
da dies nach Voraussetzung nicht der Fall ist, so muß Pi(x) eine Prim- 
funktion sein. Femer ist Pi(x) ein Primfaktor niedrigsten Grades von 
F{x), denn sonst würde ja auch F^^(x) modulop*^"*"* einen Faktor 
niedrigeren Grades haben. Wendet man dasselbe Verfahren auf i*\(ir) 
in (8) an und fährt so fort, so erMlt man schließlich die vollständige 
Zerlegung von F{x) in Primfaktoren: 

F{x)-^P,(x)P,{x)...P,{x) (p), 
WO die Funktionen Pi{x) nach steigenden Graden geordnet sind. Die 
Eindeutigkeit dieser Zerlegung abgesehen von Zahlenfaktoren ist schon 
früher in III a. S. 65 bewiesen worden. 

§ 4. Folgerungen. Einfachere Kriterien für die Zerlegbarkeit der 
ganzen Funktionen. Die Eisensteinschen Funktionen. 

Nach dem im vorigen Abschnitt bewiesenen Fundamentalsatz ist 
die Aufgabe, eine Funktion F(x) mit p-adischen Koeffizienten in ihre 
irreduktiblen jp-adischen Faktoren zu zerlegen, theoretisch vollkommen 
gelöst. Ist aber die Ordnungszahl d der Diskriminante D{f) etwas 
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groß; so ist die Zerlegung von f{x) modulo j)^+* nicht immer leicht zu 
bewerkstelligen. Aus diesem Grunde sollen noch einige für das Folgende 
wichtige Fälle behandelt werden, in denen diese Frage entweder ein- 
facher gelöst werden, oder in denen die Irreduktibilität der Funktion f(x) 
direkt erkannt werden kann. 

Zunächst folgt aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
sofort der Satz: 

Weiß man, daß för die Funktion F(x) eine Kongruenz 

(1) Fix)^f,ix)g,(x) (modir+») 

für eine Potenz Yonp als Modul besteht, deren Exponent (r + 1) 
größer ist als die Ordnungszahl 2q des Quadrates 22'(/o(^);9o(^)) 
der Eliminationsresultante jener beiden Faktoren, so besteht 
auch für F(x) eine Zerlegung: 
(la) F{x) = f{x)gix) (p) 

in zwei /)-adische Faktoren desselben Grades, deren (r — p)** 

Näherungswerte bzw. /o(a:) und ^o(^) ^^^* 

In der Tat erhalten ja die Zusatzfunktionen fi(x) und gi(x) in 

(6a) a. S. 68 bei der dort durchgeführten Bestimmung nach S. 69 Anm. 

mindestens den Zahlenteiler |)''+^~^. Bei der hier gemachten Annahme 

r + 1 > 2(> erfüllen sie also genau wie vorher jene Kongrueifz (6a), 

da ihr Produkt fi{x)g^{x) wieder modulo |)''+* fortgelassen werden kann. 

Die wichtigste Anwendung dieses Satzes ergibt sich, wenn man 

den einen der beiden Faktoren f{x) = a: — 5 als linear voraussetzt, wenn 

man also untersucht, unter welcher Bedingung eine vorgelegte Funktion 

F{x) einen p-adischen Linearfaktor x — i, hat, oder, was dasselbe ist, 

wann eine gegebene Gleichung: 

(2) F{x) = 0) 

eine 2>- arische Wurzel^a; = 5 besitzt. Die Antwort auf diese Frage 
wird durch den folgenden Satz gegeben: 

Kann man eine ganze positive Zahl ^ so bestimmen, daß 
der Quotient 

^^ (i^'(So))* 

von positiver Ordnung ist, so besitzt die Gleichung F{x) = 
eine jp-adische Wurzel a; = 5; deren Näherungswert gleich ^ 
ist, und mit jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnet werden 
kann. 

In der Tat, sei F{i^ genau durch p"^^ teilbar, dann besteht für ein 

variables x die Kongruenz: 

(4) F{x)^F{x)-F{%^) = {x-l,)g^{x) (mod !)-+»), 
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d. h. F{x) zerfällt modulo jp^+* in das Produkt aus einem Linearfaktor 
und dem anderen Faktor 5^0 (^)- ^^^ ^^^ jp '"'*'* oder -F(6o) "^^^ höherer 
Ordnung als 

(5) i?(^-lo, ^o(^))=^o(lo)S 

so entspricht nach dem soeben bewiesenen allgemeinen Satze der obigen 
Zerlegung modulo fT^^ eine andere 

F(x)^{x-%)9(x) (p) 
in j)-adische Faktoren. Dies ist aber der Fall; denn differenziert man 
die Kongruenz (4) nach x und setzt dann x^l^y so ergibt sich 

F'{U) = i/o(lo) = -«(a; - 1«, 9,^x)) (mod p^+ >), 

und da n. d. V. -F'(lo)* *^^ *^^^ -B'C^ — lo> fl'o^^)) ^^^ niedrigerer als 
der (r + 1)*~ Ordnung ist, so ist unsere Behauptung vollsföndig be- 
wiesen. 

So brauchbar dieser Satz in den meisten Fällen auch ist, so wollen 
wir ihn doch noch durch einen wesentlich schärferen ersetzen, der jetzt 
sehr einfach abgeleitet werden kann. Die aus ihm sich ei^ebende an- 
genäherte Berechnung der |>-adischen Gleichungswurzeln ist nichts 
anderes als die bekannte Newtonsche Approximationsmethode, über- 
tragen auf die |>-adischen Zahlen. Es sei |q eine j)-adi8che Zahl, 
welche die gegebene Gleichung t/*~ Grades F{x) -= naherungsweise 
befriedigt, und zwar sei F{<i^ von der p**^ Ordnung, also: 

Wir stellen uns die Aufgabe, die |>-adiBche Zahl A so zu bestimmen, 
daß So + /^ ein genauerer Näherungswert der Wurzel wird, daß also die 
Ordnungszahl von 

(6) F{U + A) - F{U) + F\l,)h + ^ÄV • • • + ^ hr 

großer als p, d. h. mindestens gleich Q + 1 ist. Es seien nun die 
Ordnungszahlen von 

bzw. gleich 

Ist dann der Näherungswert 1^ genügend genau, also die Ord- 
nungszahl Q von jP(So) so gi'oB» ^^ <^^ Korrektionsglied h schon 
von hoher Ordnungszahl ist^ so. wird man einen besseren Näherungs- 
wert erhalten, wenn man in der Gleichung (6) die mit ä*, . . . ä" multi- 
plizierten Glieder fortläßt und das Zusatzglied h aus der linearen Glei- 
chung 
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Fi^) + hF\i,)=.0, h ^g ip) 

berechnet. Diese Bestimmung, welche eben mit der Newtonschen An- 
näherungsmethode identisch ist, wird hier in der Zahl ^^ '^ ^ + h 
dann und nur dann einen genaueren Näherungswert liefern, wenn für 
das so bestimmte h alle Zusatzglieder 

von höherer als der p'*" Ordnung werden, denn dann wird ja der 
Koeffizient von p^ in der Entwicklung von F(^ + h) gleich Null, d. h. 
-F(lo + Ä) erhält mindestens die Ordnungszahl (9 + 1). 

Da nun die Ordnungszahl von Ä = — 'v%) 8^®^®^ 9 "~ 9f ^^® ^^^ 

— 7^^ gleich Q^^ ist, so muß q so groß sein, daß allgemein: 

^(0 + ^•(9 -q')>q (I = 2, 3, . . 1/) 

(7) ,>iCi^ 

^^ » — 1 

ist. Ist also lo bereits ein so genauer Näherungswert für unsere 
Gleichungswurzel, daß für die Ordnungszahl q von -F(lo) 

(7a) p>Max.(?^'-, «^^,...^^11) 

ist, so liefert die hier angegebene rationale Bestimmung von h einen 
genaueren Näherungswert 

So' = lo + h. 
Ersetzt man nun den Näherungswert ^ durch den genaueren 
Iq' =- Iq + Ä, so muß man erst beweisen, daß man aus ihm durch 
dieselbe Methode eine noch größere Annäherung erhält. Es ist leicht 
zu zeigen, daß dies immer der Fall ist, wenn q groß genug, d. h. 
wenn der erste Näherungswert ^ schon genau genug ist. Dies ist 
aber sicher der Fall, wenn man beweisen kann, daß die Ordnungs- 
zahlen g'y p", . . . Q^*^ ungeändert bleiben, wenn man 1^ durch 1^ + h 
ersetzt. Bei der wichtigen Anwendung, welche von dieser Newton- 
schen Näherungsmethode im achten Kapitel gemacht werden wird, folgt 
aus der Natur der vorgelegten Gleichung, daß die Ordnungszahlen 
9', 9", . • • 9^*'^ ungeändert bleiben; für sie ergibt also diese Methode die 
Bestimmung der Wurzel | mit jeder vorgegebenen Genauigkeit. Den 
so bewiesenen Satz kann man also folgendermaßen aussprechen: 

Ist S0 ein solcher Näherungswert der Gleichung v'*" 
Grades F{x) - 0, daß: 
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lind 

p>Max( *^.^^^' ) (•-2,8,.. T) 

ist, wo allgemein q^'^ die Ordnungszahl ron — ^^ ^f ^^ ^^ 
sitzt die obige Gleichung eine p-adische Wurzel, f&r welche 

| = lo {mod p^-iT) 
ist, uod welche mit jeder Torg^ebenen (Genauigkeit durch die 
Xewtonsche Näherungsmethode gefunden werden kann, Toraus- 
gesetzt, daB die Ordnungszahlen p', q'\ . . . p^^> bei den sukzes- 
siren Annäherungen ungeandert bleiben. 
Aus dem ersten Satze dieses Paragraphen ziehen wir jetzt noch 
eine widitige Fo^rung. 
Ist 

F(x) = Ä.x" + Ä,.,x'-' + . . . + ^ 
eine ganzzahlige primitive Funktion, welche irreduktibel ist, 
und ist einer ihrer äußeren Koeffizienten A^ oder Aj^ durch p 
teilbar, so müssen auch alle inneren Koeffizienten 

^i-lt -^2-»> • ' ' A^ 

p enthalten, so daß dann also der andere äußere Koeffizient allein 
eine Einheit ist. In einer irreduktiblen primitiven Funktion 
können also nicht beide äußeren Koeffizienten durch p teil- 
bar sein. 
Beim Beweise dieses für das weitere wichtigen Satzes kann und will 
ich voraussetzen, daß A^ durch p teilbar ist; enthielte nämlich A^ diese 
Primzahl, so könnte ich an Stelle von F(x) die andere Funktion 

F(x)^A^x' + A,x'-' + ''- + A, 
betrachten, welche offenbar dann und nur dann zerlegbar ist^ wenn das 
gleiche für F{x) gilt 

Ist nun A^ ein Multiplum von p, und wären, entgegen unserer 
Behauptung, nicht alle Koeffizienten A^^^, . . , A^ durch p teilbar, so 
sei A^ in dieser Reihe der letzte p nicht enthaltende Koeffizient Dann 
besteht also fiir F{x) die folgende Kongruenz modulo p: 
(8) F(x) = (A^x"'- + '" + A^)x>' = q>o{x)x^ (mod p), 

d. h. F(x) zerfällt modulo p in zwei Faktoren {l — fi)*~ und /**~ 
Ghiides; die Resultante: 

jener beiden Faktoren ist nicht durch p teilbar, denn nach dem a. S.o9(4a) 
bewiesenen Satze ist sie gleich g>(0)" = -4JI. Wendet man also auf 
die Kongruenz (8) den Satz (1) an, und beachtet, daß hier 2p » 0, 
r + 1^1 ist, so würde aus ihr folgen, daß F(x) in zwei p-adische 
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Faktoren zerfiele, was unserer Voraussetzung widerspricht; unsere Be- 
hauptung ist somit bewiesen. 

Derselbe Satz besteht auch, wenn 

F{x) == ^,rc^ + . . . + ^0 

die Potenz einer irreduktiblen Funktion ist, also lauter gleiche 

irreduktible Faktoren besitzt; 
denn wäre -4^ = (mod p) und A^ wieder der letzte p nicht enthaltende 
Koeffizient, so folgte ja aus der Kongruenz (8) eine Gleichung 

deren nullten Näherungswerte 9>o(^) und x^' wären, und diese beiden 
Funktionen sind teilerfremd, da ihre Resultante: 

B{^{x)y (fix)) = R{x\ (p^ix)) = A';, (moip) 

durch p nicht teilbar ist; diese Folgerung widerspricht aber der Voraus- 
setzung, daß F{x) lauter gleiche irreduktible Faktoren haben soll. 

Es sei nun 
(9) F(x) = a^x' + pa,x'-' + . ^ ^ + pa^, 

eine primitive Funktion, deren Koeffizienten außer dem ersten öq 
alle durch p teilbar sind. Aus einem gleich anzugebenden Grunde 
soll eine solche Funktion eine Eisensteinsche Funktion genannt 
werden. Zerfällt eine Eisensteinsche Funktion überhaupt in p-adische 
Faktoren, so müssen diese wieder Eisensteinsche Funktionen sein. Be- 
steht nämlich eine Gleichung: 

F(x) = G(x)H(x) 00, 

in welcher G{x) und S{x) wieder als ganzzahlige Funktionen voraus- 
gesetzt werden können, und betrachtet man sie als Kongruenz für die 
Primzahl p als Modul, so erhält man 

UqX'^ = (b^xf' H + fc^a?'"-?) (coa:" + • • • + CaX*"") (mod p), 

wenn b^ und Ca die letzten durch p nicht teilbaren Koeffizienten von 
G(x) und H{x) sind. Offenbar ist diese Kongruenz nur dann möglich, 
wenn b^ mit 6^, c„ mit Cq zusammenfällt, wenn also in G(x) und H(x) 
wirklich alle Koeffizienten außer Iq und Cq durch p teilbar sind. Der- 
selbe Satz gilt auch natürlich bei der Zerlegung von F(x) in mehr als 
zwei Faktoren. 

Ist die Eisensteinsche Funktion F(x) in h Faktoren zerlegbar, 
und ist 

Fix) = G,(x)G,{x)...G,ix) (p) 

diese Zerlegung, so sind alle konstanten Glieder rechts mindestens 
durch p, also ihr Produkt mindestens durch p^ teilbar, und da dieses 



76 Viertes Kapitel. 

Produkt dem konstanten Gliede von F{x) gleich ist, so folgt der wei- 
tere Satz: 

Eine Eisensteinsche Funktion, deren konstantes Glied 

genau durch p^ teilbar ist, kann höchstens in % Faktoren 
niedrigeren Grades zerfallen. 
Ein spezieller Fall dieses Satzes ist das berühmte Theorem von Eisen- 
stein^ welches also auch in dem Bereiche der ^-adischen Zahlen gilt: 
Eine primitive Funktion von der Form: 
Fix) = A^x^ +pA^x^-' + . • • + pA,, 
deren konstantes Glied durch keine höhere als die erste Potenz 
von p teilbar ist, ist irreduktibel. 

§ 5. Untersuchung der ganzzahligen Funktionen modulop. 

Die einfachen und schönen Gesetze, welche fär die Teilbarkeit 
und Zerlegbarkeit der ganzen Funktionen mit ganzzahligen i^-adischen 
Koeffizienten gelten, bleiben unverändert bestehen, wenn man nur ihre 
nullten Näherungswerte für die erste Potenz von p als Modul unter- 
sucht, und sie werden wörtlich ebenso bewiesen. Es wird daher ge- 
nügen, wenn ich die hier sich ergebenden Sätze, welche später benutzt 
werden sollen, kurz zusammenstelle. 

Da eine beliebige ganzzahlige jp-adische Funktion, modulo^ be- 
' trachtet, ihrem nullten Näherungswerte kongruent ist^ so brauchen wir 
bei dieser Untersuchung nur die ganzzahligen Funktionen 

fix) = a^af* + a^af-^ + - - + a^ 
zu betrachten, deren Koeffizienten Zahlen der Reihe 0, l,...p— 1 
sind. Verbindet man zwei oder mehrere von diesen Funktionen durch 
die elementaren Rechenoperationen, so kann man die dann sich er- 
gebenden ganzen oder gebrochenen Zahlkoeffizienten wieder modulo|> 
auf ihren kleinsten Rest reduzieren, welcher wieder stets eine dieser 
p Zahlen ist. 

Dividiert man eine Funktion fix) durch eine andere gix) und redu- 
ziert alle Zahlkoeffizienten in dieser Weise modulo p auf ihre kleinsten 
Reste, so erhält man eine Kongruenz 

(1) f(x)^gix)g,ix)^hix) (modp), 

in welcher A(x) von niedrigerem Grade ist, als gix)\ fix) heißt mo- 
dulo^ durch gix) teilbar, wenn Ä(a:) = ist. 

Zwei Funktionen fix) und gix) besitzen einen größten gemeinsamen 
Teiler fl[(x), welcher offenbar wieder durch das a. S. 53 angegebene Eukli- 
dische Verfahren mit der hier angegebenen Modifikation gefunden wird. 
Ist dieser Teiler dix) eine durch jp nicht teilbare Zahl, so heißen fix) und 
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g(x) teilerfremd modulo|). In diesem and nur in diesem Falle 
kann man zwei Multiplikatoren f^{x) und gi(x) so bestimmen, daß: 

(2) mfhi^)+ffix)f,{x)^l (modp) 

ist. Aus dem a. S. 55 geführten Beweise ergibt sieh nun ohne wei- 
teres der wichtige Satz: 

Zwei Funktionen f(T) und g(x) sind dann und nur dann 
teilerfremd modulo p, wenn ihre Resultante R(f(x), g(x)) durch j> 
nicht teilbar ist. 
Nur dann nämlich, wenn die die Resultante darstellende Deter- 
minante durch p nicht teilbar ist, kann man zwei Multiplikatoren f^(x) 
xmd g^{x) bestimmen, deren Grade niedriger sind als f{x) und g{x\ und 
welche der Kongruenz 

(3) f{x)g,{x)+g{x)t\{x)^\ {moAp) 

genügen; denn durch Koeffizientenvergleichung erhält man aus (3) ein 
System linearer Kongruenzen modulo jp, deren linke Seiten mit den- 
jenigen der Gleichungen (4) a. S. 55 übereinstimmen, und deren Deter- 
minante eben gleich R{f, g) ist. 

Eine Funktion P(x) heißt modulo j[) irreduktibel oder eine 
Primfunktion modulo j;, wenn sie modulo p nicht einem Produkte 
zweier Funktionen niedrigeren Grades kongruent ist. Da für die Funk- 
tionen modulo p auch das Euklidische Verfahren zur Bestimmung des 
größten gemeinsamen Teilers anwendbar ist, so gelten für die Prim- 
funktionen modulo j) die a. S. 65 angegebenen drei Fundamental- 
theoreme, und daraus folgt ohne weiteres der Hauptsatz: 

Jede Funktion f(x) läßt sich modulo p betrachtet auf eine 
und, abgesehen yon Zahlenfaktoren auch nur auf eine Weise 
als Produkt von Primfunktionen darstellen. 

Sind Pi(x) und P^i^i) zwei Primfunktionen modulo |>, so ist ihre 
Resultante R(P^{x), P^ix)) dann und nur dann durch p teilbar, wenn 
beide abgesehen von einem Zahlenfaktor modulo p kongruent sind. Ist 
nämlich B{Pi, P2) = (modp), so müssen ja Pi(x) und PjCa;) modulo jp 
einen gemeinsamen Teiler haben, und da beide Primfunktionen modulo p 
sind, so müssen sie für diesen Modul kongruent sein. 

Eine ganze Funktion f{x) =^ üq + a^x + . , . + a^x* besitzt eine Ab- 
leitung 

rix) - öl + 2a^x + • • . + va.x'-^ 

deren Koeffizienten im allgemeinen nicht alle durch p teilbar sind. 
Sollen nämlich alle Produkte ia^ die Primz^l p enthalten, so 
müssen alle Koeffizienten a^, deren Index i kein Multiplum von p ist, 
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durch p teilbar sein, d. h. es muß f(x) modulojp einer ganzen Funktion 

von ocP kongruent sein. Ist umgekehrt 

(4) f{x) = ao + a,xP + cc^x^p + • • • + a^x^P (mod p), 

so ist f'{x) = (modp). Nun besteht aber für ein variables x die 
Kongruenz: 

(«0 + «1^; + • • • + cc^oc^y = ai + aPaf + '" + a^af^ (modp), 
denn alle übrigen Glieder können ja modulo|> fortgelassen werden^ 
weil in den zugehörigen Polynomialkoeffizienten 

STTTbi ia + b + ... + c=p) 

der Zähler durch p teilbar ist, der Nenner aber nicht. Da fei-ner für 
jede ganze Zahl a nach dem Fermatschen Satze a^ = a (mod p) ist^ so 
kann die obige Kongruenz auch in der Form geschrieben werden: 

(4a) («0 + a^a; + • • • + a^x^y ^ «o + «i^ + 1" «^^^ (mod p). 

Wendet man diese wichtige Kongruenz auf die rechte Seite von (4) 
an^ so ergibt sich die Richtigkeit des folgenden Theoremes: 

Die Ableitung einer ganzen ganzzahligen Funktion f{x) 

ist dann und nur dann durch die Primzahl p teilbar, wenn: 

(4 b) f{x)=U{xy (modp) 

ist, wo f^{x) eine andere ganzzahlige Funktion bedeutet. Also 
ist die Ableitung einer Primfunktion niemals durch p teilbar. 
Daraus folgt sofort, daß die Diskriminante 

D{P{x)) - R{P{x), P\x)) 

einer Primfonktion P(x) niemals durch p teilbar sein kann. Ist näm- 
lich P(x) eine Primfunktion, so ist P'{x) eine ganze ganzzahlige 
Funktion von niedrigerem Grade, deren Koeffizienten nach dem soeben 
bewiesenen Satze nicht sämtlich durch p teilbar sind. Wäre nun 
jR(P, P') durch p teilbar, so müßten P(x) und P\x) einen gemein- 
samen Teiler modulojp haben, und dies steht mit der Voraussetzimg 
im Widerspruch, daß P{x) eine Primfunktion ist. 

Eine beliebige ganzzahlige Funktion F{x) kann, modulo p betrachtet, 
lauter verschiedene Primfaktoren enthalten, oder sie kann gewisse unter 
ihnen mehrfach besitzen. Das letztere ist dann und nur dann der Fall, 
wenn sie mit ihrer Ableitung F'(x)y modulo jp betrachtet, einen gemein- 
samen Teiler hat, oder, was dasselbe ist, wenn ihre Diskriminante 

D{F{x))^B{F{x),F\x)) 
durch p teilbar ist. ^Ist nämlich: 

JF'(a;)'^P,(a;)P,(a;)..-P,(x) {moAp) 
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die Zerlegung der Funktion F(x) in ihre gleichen oder verscliiedenen' 
Primfaktoren modulo |>, so ergibt sich durch Übergang zu den Diskri- 
minanten nach dem Satze (7) a. S. 60: 

V 

I>{F)^± r[DiP,m) . YJr\P,(x), P,(.x)) (mod p) • 

1=1 i>k 

Da nun nach dem soeben bewiesenen Satze alle Diskriminanten D{P^{x)) 
p nicht enthalten, und da ferner eine Resultante -R(Pi, P^) dann und nur 
dann durch p teilbar ist, wenn P<(^) kongruent P^ipc) ist, so folgt, 
daß D{F{x)) wirklich dann und nur dann durch p teilbar ist, wenn 
F{x) mindestens einen Primteiler mehrfach enthält. 

Die soeben bewiesenen Sätze benutze ich, um eine wichtige Eigen- 
schaft der für den Bereich von p irreduktiblen Funktionen herzuleiten. 
Es sei nämlich F{x) eine ganze Funktion mit ganzzahligen p-adischen 
Koeffizienten und F^ix) ihr nullter Näherungswert, so daß also: 

(5) F{x) = F^{x) (modi?) 

ist. Hat dann Fq{x) modulo jp betrachtet nicht lauter gleiche Prim- 
faktoren, so zerfäUt F{x) sicher in zwei jp-adi sehe Faktoren niedrigeren 
Gh*ades, ist also reduktibel. Unter der soeben gemachten Voraussetz- 
ung kann man nämlich F^ipc) modulo p als ein Produkt fo{x)gQ(x) 
zweier Funktionen darstellen, welche keinen einzigen Primfaktor mo- 
dulo jp gemeinsam haben, denn man braucht ja nur jeden mehrfachen 
Faktor P"(x) von Fq(x) entweder ganz zu fQ{x) oder ganz zu g^ix) zu 
fügen. Dann folgt also aus (5) die Kongruenz: 

(5a) F(x) = Ux)gJ^x) (mod p), 

und es ist JHf^ix), g^ix)) durch p nicht teilbar, weil jene Funktionen 
teilerfremd sind. Nach dem a. S. 71 (1) bewiesenen Satze entspricht 
also dieser Kongruenz (4a) eine Zerlegung: 

(5b) F{x) = f{x)g{x) (p) 

von F{x) in zweij>-adische Faktoren f{x) und g{x)j deren Näherungs- 
werte eben jene Funktionen (^{x) und 9o(^) sind. Hieraus ergibt sich 
also der wichtige Satz: 

Eine ganzzahlige Funktion mit |}-adi8chen Koeffizienten 
ist sicher reduktibel, wenn ihr nullter Näherungswert noch 
modulo |} verschiedene Primfaktoren hat. 

Der nullte Näherungswert einer irreduktiblen jp-adischen 
Funktion ist also modulo |} betrachtet entweder selbst irre- 
duktibel oder die Potenz einer modulo p irreduktiblen Funktion. 
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So ist z. B. eine irreduktible Eisensteinsche Funktion 
f{x) = Ä^x" +pA^x'-^ + ,..j^pA, 
moduloj) betrachtet kongruent ^^a:^, d. h. sie ist der k^^ Potenz des 
Linearfaktors x kongruent. 

§ 6. Anwendungen. Die (p — l)*""" Wurzeln der Einheit im Gebiete 

der i>-adischen Zahlen. 

Als Anwendung der in diesem Kapitel bewiesenen Sätze unter- 
suche ich jetzt einige spezielle Gleichungen, welche z. T. später be- 
nutzt werden sollen. Ich betrachte zuerst die reine Gleichung: 

(1) a*-^-l-0 (p) 

und zeigC; daß ihre linke Seite im Gebiete der ^-adischen Zahlen gleich 
dem Produkt von |) — 1 Linearfaktoren ist. Ihr nullter Näherungswert 
zerfallt nämlich, modulo|> betrachtet, nach dem Fermatschen Satze in 
p —\ Linearfaktoren; bekanntb'ch besteht nämlich für ein variables x 
die Kongruenz: 

(la) x^-^-l = {x-l){X'-2),,.{x-'f^^) (modi>), 

und da alle diese Linearfaktoren modulojp teilerfremd sind, weil allgemein: 

R{x — ij X — k) ='i — k 
durch p nicht teilbar ist, so folgt nach dem a. S. 79 unten bewiesenen 
Satze, daß 3f~^ — l für den Bereich von p ebenfalls in p — l |)-adische 
Linearfiaktoren {x — cj^) zerßUt, deren nullte Näherungswerte bzw. 
(x — l), (ic — 2), . . . (x—p — l) sind. Also besteht f(ir ein variables x 
eine Gleichung: 

(2) af-^- l^{x- (o,){x - (Dj) . . . (a: - w^.i) (p), 
wo allgemein: 

(2a) (o^^k + pa^ 

ist, und a^ eine ganze |}-adische Zahl bedeutet. Speziell ist 

d. h. es ist a^ » 0, da l'" »1 ist. Dagegen sind die anderen 
Zahlen a^, «3... von Null verschieden, da zwar 1^" =1 (modp) 
aber nicht gleich Eins ist. 
Die Gleichung 

af-i-1-0 

besitzt also genau p — l |?-adische Wurzeln, deren Anfangs- 
ziffem bzw. gleich 1, 2, ...|?— 1 sind, und welche leicht mit 
jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnet werden können. 
Diese Zahlen heißen die (|> — 1)**° i)-adischen Wurzeln 
der Einheit. 
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So besitzt z. B. die Qleichung; 

a;«-l«0 (7) 
sechs heptadische Wurzeln^ welche bis zur zweiten Stelle genau die 
folgenden Werte haben: 

©1 =- 1,00 ... o^ « 4^0 , , • 

o, = 2,46 ... ©5 « 5,20 . , . (7) 

©3 « 3,46 ... CD^ =- 6,66 . . . , 

und die Gleichung: 

a;" - 1 = (13) 

hat die folgenden zwölf Wurzeln: 

cDi«l, 0..., (D4=.4,116..., 07«7, 11 3..., ©10=10, 1 6... 

©,=2, 6 2..., öj-ö, 5 1..., 0)8=8, 7 11..., (Dii=-llf 6 10... (13) 

©3-3,11 6..., ©6=6, 19..., ©9=9, 1 6..., ©ij-12, 12 12..., 

wobei zu bemerken ist, daß bei der Grundzahl 13 die Zahlen 10, 11, 
12 wieder einfache Ziffern bedeuten. Ist p eine ungerade Zahl, so 
ist außer ©^ = 1,00 . . . nur noch 

©p_i =»jp-l, i)-ll?-l... 1 

periodisch, während die anderen Wurzeln offenbar nicht periodisch sind. 
Es sei nun © irgend eine von den p — l Wurzeln unserer Glei- 
chung; dann sind alle |>-adi8chen Zahlen: 
(3) 1, ©, ©«,... 

ebenfalls Wurzeln derselben Gleichung, weil allgemein: 
(c*)p-i-(a,p-i)*=l (p) 

ist. Da diese Gleichung nur ^ — 1 verschiedene Wurzeln hat, so 
können nicht alle Potenzen von © voneinander verschieden sein. Sind 
cjT und ©'"''^ die beiden ersten Wurzeln in dieser Reihe, welche einander 
gleich sind, so folgt aus der Gleichung: 

(0'-+^ == ©'• (p) 

sofort, daß ©'^ = 1 sein muß. Es ist also 1 die erste wiederkehrende 
Wurzel in der Reihe (3), und sie besteht offenbar aus dem sich stets 
wiederholenden Zyklus: 
(3a) 1, ©, ©*,... ©''-^ 1, ©, ©*,.., ©*'""^, , , ., 

in welchem nur die ersten ei{ Wurzeln voneinander verschieden sind. 
Wir sagen, die Wurzel © gehört zum Exponenten df, wenn ©^ die 
kleinste Potenz von © ist, welche gleich Eins wird. Gehört © zum 
Exponenten (f, so sind die Potenzen 1, ©'', ©'^, ... die einzigen, welche 
gleich Eins sind, d. h. eine Potenz von © ist dann und nur dann gleich 

Herne 1, Theorie der algebraiiohen Zahlen. I. ^ 
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EinS; wenn ihr Exponent durch d teilbftr ist. Da aber alle Zahlen oi 
der Gleichung co^"^ ^ l genügen^ so folgt endlich, daB jeder der Expo- 
nenten d ein Teiler von p— 1 sein muS. 

Jede der p—l (p — 1)***" ^^adischen Wurzeln der Ein- 
heit gehört also zu einem Exponenten^ welcher ein Teiler Ton 
p — 1 ist. 
Gehört 

zum Exponenten d, so ist: 

o^ s Ä<* = 1 , (mod p) 

während alle niedrigeren Potenzen von td^^ also auch Yon Je, nidit 
kongruent Eins sind^ da ja o, cd^ • • ^''^^ andere Anfangsglieder als 
1 haben. Wir können also sagen: 

Eine Wurzel a^ gehört dann und nur dann zu einem 
Exponenten d, wenn ihr Anfangsglied k modulo p im Sinne der 
elementaren Arithmetik zu demselben Exponenten gehört. 
Nun gibt es bekanntlich stets ^(d) modulo p inkongruente Zahlen k, 
welche zu einem gegebenen Teiler d von jp — 1 ds Exponenten gehören. 
Also gibt es auch stets genau tp(d) yerschiedene (p— 1)^ 
Wurzeln der Einheit, welche zu einem gegebenen Teiler d 
von p — 1 als Exponenten gehören. 
Speziell gibt es also genau np{p — l) s. g. primitive (p— 1)** 
Wurzeln der Einheit, d. h. solche Wurzeln o, welche zu dem Ex- 
ponenten jP — 1 selbst gehören. Eine Wurzel 

ist dann und nur dann eine primitive Einheitswurzel, wenn ihr Anfangs- 
glied g eine primitive Kongruenzwurzel modulo p ist 

Ist CO eine primitive Einheitswurzel, so sind die |> — 1 Potenzen: 
1, (O, (d\ . . . Ä^-* 
lauter voneinander verschiedene Wurzeln unserer Gleichung, und da 
sie nicht mehr als j> •— 1 Wurzeln besitzt, so folgt der Satz: 

Ist a eine der ^(p — 1) primitiven (p— 1)*^ Einheits- 
wurzeln, so sind alle übrigen in der Reihe 1| o, cd', . . . g}^"' 
enthalten. 
Natürlich hatte die Existenz der primitiven Koi^nienzwurzeln jjr modulop 
hier amxh, direkt beigeieitet werden könaen) ohne die entsprecheaden 
Restdtate ister elenMitaren Arithmetik TOvaaszuseta^t^ dies werde jededi 
dem Leser iRtorlaserai. 

So ist ftr die eechsten Wurzeln der Einheit f&r den Bereiek v<m 7: 
»-3,46... " (7) 
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eine primitiTe Wurzel, und man überzeugt sich durch einfaches Multi- 
plizieren leicht, daß 

1 -=1,00..., »»-6,66..., 

w - 3, 46 . . ., o* - 4, 20 . . ., (7) 

©»-2,46..., «»-5,20... . 

ist. Ebenso ist für die zwölften Einheitswurzeln f&r den Bereich von 13: 

© - 2, 62 . . . (13) 

eine primitive Wurzel, und man erbalt hier alle Wurzeln in der 
folgenden Reihenfolge: 

1 - 1, ...,©*-= 3,11 6. 

o - 2, 6 2 . . ., ra* - 6, 1 9 . 

o>*- 4,11 6 ..., ©«-12,12 12., 

©»- 8, 711 ..., o^-ll, 6 10.. 



., ©« - 9, 1 6 . , 


' 'f 


., ffl» - 5, 5 1 . . 


'f 


., «'»-10, 16.. 


•; 


., ©"- 7,11 3.. 


. , 



(18) 



Di« jp— 1 Wurzeln öq, »i, . . . o^., der Ereisteilungigleiehuiig (1) 
lassen sich bekanntlich ihrer Größe nach folgendermafien darstellen: 

cjo=-l, a>i-cos^^^ + *sin^^^,-.. a);t-cos^^^+ mn j— j, .., 

und schon hieraus folgt mit Hilfe des Moiyreschen Satzes , daß: 

rä^-öj* (A-0,l,...|)-2) 

ist. Dasselbe kann aber genau wie rorher ßlr die jp-adischen Wurzeln 
so erschlossen werden: Ist cö irgend eine der p — 1 Wurzeln^ so 
sind alle komplexen Zahlen (1; i^; ci^f . . .) ebenfalls Wurzeln^ und 
hieraus folgt genau wie vorher der Satz: 

Jede (p — 1)^ Wurzel der Einheit gehört zu einem 
Exponenten, wdeher ein Teiler Yon (jp — 1) ist Ist um- 
gekehrt d irgend ein Teiler von p -- 1; so gibt es genau q){d) 
{p ~~ ^)^ Wurzeln der Einheit, welche zum Exponenten d 
gehören. Speziell gibt es also genau 6 «^ q>(^p — 1) s. g. pri- 
mitive (i>—l)^ Wurzeln der Einheit^ welche zum Exponenten 
p — 1 gehören. Ist m eine solche, so sind alle p — 1 Ein- 
heitswurzeln in der Reihe: (1,5,©*,.. 5^"*) enthalten. 
Eine dieser primitiven (jp — 1)^ Einheitswurzeln ist eben 

~ 23V ... 2« 

«i-cos — + tsm — . 

Sind 5^1), ©<*> , . . . o^^^ alle 6^tp{p—l) primitiven (p — !)*• Einheits- 

6* 



^ 
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wurzeln ; so genügen diese ^ wie in der Algebra sehr einfach gezeigt 
wird*), einer Gleichung: 

(4) g{x) = (a: - ö(^)) (x - cj^«)) • • - (x - B^)) = 

mit gewöhnlichen ganzzahligen Koeffizienten, deren linke Seite natürlich 
ein Teiler von af"^— 1 und außerdem im Gebiete der rationalen Zahlen 
irreduktibel ist. Dieselbe Gleichung^ für den Bereich Ton p betrachtet, 
enthält alle und nur die yCP— 1) primitiven jp-adischen Wurzeln, 
0,(1)^ a,(«) . . . ßj(<T)^ d. h. es ist für den Bereich von p: 

(4a) g(x) ^{x- ©CD) (x - o<»)) • • • (a: - ©(*')) (p). 

Der einfache Beweis dieses Satzes werde dem Leser überlassen. 

Eine Verallgemeinerung der hier betrachteten Funktionen x'*"^—! 
oder, was im wesentlichen dasselbe ist, der Funktionen 

(5) H^(x) ^xP-x=^x{X'-l){x-(o)-'{X'- coP-^) (jp) 
sind die Funktionen: 

(5a) Hf{x)=^x^^ -x, 

welche ims später in der Theorie der algebraischen Zahlen begegnen 
werden. Da ihre Ableitung: 

E;{x) ^pfx^-^ - 1 = - 1 (mod p) 
ist, so kann Sf{x) keinen Primteiler modulo p mehrfach enthalten, 
weil ja dieser sonst auch in — 1 enthalten sein müßte. Also ist die 
Diskriminante von B.f{(c) durch p nicht teilbar (s. S. 78 letzter Absatz). 
Hieraus folgt, daß die Primfaktoren modulo p von jB) alle von- 
einander verschieden sind, und daraus ergibt sich weiter, daß bei der 
Zerlegung: 

J3/(a:) - g^{x) g^{x) • « • g,{x) (jp) 

von H^(x) in irreduktible |>-adische Faktoren alle Funktionen gi{x) 
auch modulo p betrachtet irreduktibel und teilerfremd sind. 
Während die vorher betrachteten einfEK^hsten Funktionen 
Hy (x) ^ x^ — X 
in p |>-adische Linearfaktoren zerfallen, enthalten die Funktionen Hf(x\ 
wie wir sehen werden, lauter irreduktible p-adische Faktoren, deren 
Ghrad gleich f oder gleich einem Teiler von f ist. Schon hier zeigt 
dich also, daß die Wurzeln der Gleichung 

H^{x) ^x^ -x^ x{a/'^^- 1) = (p), 

d. h. die (i/— 1)*®" Wurzeln der Einheit, nicht sämtlich als p-adische 
Zahlen darstellbar sind. Wir werden später sehen, wie das Gebiet 

*) Vgl z. B. H. Weber, Algebra Bd. I, §§ 141 und 174. 
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der ^-adischen Zahlen erweitert werden muß^ damit auch sie darin 
enthalten sind. 



§ 7. Die Auflösimg der reinen Gleichungen im Gebiete der jp-adischen 
Zahlen. Theorie der Potenzreste. 

Ich wende mich zunächst noch zu den (jp — 1)^^ Einheitswurzeln, 
um mit ihrer Hilfe die jp-adischen Zahlen in einer för ihre multi- 
plikative Zusammensetzung besonders geeigneten Weise darzustellen. 
Zu diesem Zwecke fQhre ich den neuen Begriflf der Haupteinheit 
ein und bezeichne so jede Einheit: 

e =- 1, tti a, • • •, 

deren Anfangsglied gleich Eins ist. Das Produkt und der Quotient 
zweier Haupteinheiten ist offenbar wieder eine HAupteinheit. Jede 
andere Einheit 

unterscheidet sich von dieser Haupteinheit nur um eine (|? — 1)** Ein- 
heitswurzel als Faktor. Ist nämlich cd eine primitive (p — 1)** Wurzel 
der Einheit^ und 

die Einheitswurzely welche dieselbe Anfangsziffer hat wie Bq^ so ist 
der Quotient 

eine Haupteinheit, weil der nullte Näherungswert dieses Quotienten 
modulo p kongruent -^^ — 1 ist. Es ergibt sich also der Satz: 
Jede ^-adische Einheit B ist in der Form: 
(1) So - a^e 

darstellbar, wo e eine Haupteinheit und o eine primitive 
{p — 1)** Wurzel der Einheit bedeutet. Allgemeiner kann also 
jede |)-adische Zahl B^p^B^ in der Form: 

(la) B=p9m?e 

dargestellt werden. 
Zwei in dieser Form geschriebetne Zahlen 

B^p^io^e, B'^p^'is^'^ 

sind dann und nur dann einander gleich, wenn 

(Ib) (>-(>', /S = /3' (mod|) — 1) und 6 — e' (p) 

ist. 
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Ehe ich mit Hilfe dieser BetrachtoDgen die aligemeizie binomische 
Gleichung im Gebiete der p-adischen Zahlen auflöse^ beweise ich noch 
den folgenden Hilfssatz: 

Ist e^ljt^e^" ' irgend eine Haupteinheit und /t eine 
durch p nicht teilbare Zahl, so gibt es eine einzige Haupt- 
einheit « « 1, £j £j • • -y welche gleich ye ist^ welche also der 

Gleichung: 

B^^e (p) 
genügt. 

Setzt man nämlich in der Gleichung: 

f{x) — ic^ - e = 

a: — 1, so wird /*(!) =-l— 6« — 0, e^c^--- durch p teilbar. Da aber 

/"(l) =- fi n. d, V. durch p nicht teilbar ; also > /" \^ von positiver 

Ordnung ist, so besitzt nach dem a. S. 71 (3) bewiesenen Satze^ die obige 
Gleichung eine einzige Wurzel^ deren nuUter Näherungswert gleich 1 
ist, d. h. es gibt eine einzige Haupteinheit a^lyS^s^ - - ^j deren 
fi^ Potenz gleich e ist. 

Dieses Resultat benutze ich zur Auflosung der allgemeinen reinen 
Gleichung: 
(2) n^^B (p) 

im Gebiet der p-adischen Zahlen für den Fall, daß der Exponent /li 

nicht durch p teilbar ist. Es sei: 

(2a) B^p^cj^ey 

und die unbekannte Zahl x werde gleich 

(2 b) X'^p^'foh 

gesetzt Dann ergibt die Substitution dieser Werte in (2) für die 
unbekannten 6, | und s die Gleichung: 

p^t^ixj^t^^^psiioße (pi), 

und diese ist nach (Ib) daun und nur dann erfüllt, wenn: 

(Tjü-p, iüg = /J mod(p-l), a^-e (p) 

ist. Nach dem soeben geführten Beweise ist die dritte Gleichung 
stets losbar und bestimmt die Haupteinheit a eindeutig, die erste er- 
gibt dann und nur dann ein ganzzahliges 6, wenn q durch [i teilbar 
ist. Zur vollständigen Losung der mittleren Kongruenz bezeichnen wir 
mit rf =- (fi, l> — 1) den größten gemeinsamen Teiler von [i und p — l. 
Dann besitzt diese Kongruenz bekanntlich dann und nur dann eine 
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Lösungy wenn ß aucli duroh d teilbar ist. Ist dies der Fall^ und 
setzen wir 

(i^d(i^, ß^dß^, p - 1 - rfdoi 

80 ergibt sich nach Wegbeben dieses gemeinsamen Faktors die ein- 
fache Eongraenz für |: 

N^ = ßo (modrfo); 
wo jetzt fto and d^ teilerfremd sind. Eine solche Eongraenz hat 
bekanntlich eine modolo d^ eindeutig bestimmte Lösung: 

!, = ■&- (moddo), 

und aus ihr ergeben sich fClr die ursprüngliche Eongraenz modulo 
p — 1 '^ ddf^ genau d inkongruente Lösungen, nämlich: 

6o, 5o + ^0» 6o + 2do, • • • 6o + (rf- 1) ^0- 
Wir wollen eine Zahl B einen f**®^ Potenzrest für den Bereich 
Yon p nennen, wenn sie die fi^ Potenz einer jp-adischen Zahl ist, 
wenn also die Gleichung af ^ B eine jp-adische Lösung hat. Daim 
können wir das soeben gefundene Resultat in dem folgenden einfachen 
Satze aussprechen: 

Ist fi durch p nicht teilbar, so ist die Zahl B^p^a^e 
dann und nur dann [i*** Potenzrest für den Bereich von p, 
wenn ihre Ordnungszahl q durch /t, und wenn zugleich der 
Exponent ß durch d = {ii, p—1) teilbar ist, und zwar besitzt 
dann yB genau d voneinander verschiedene p-adische Werte, 

welche sich voneinander nur um Potenzen von cd ** unter- 
scheiden. 
Für (1^2 und /li « 3 erhält dieser allgemeine Satz die folgende 
einfachere Form: 

Eine Zahl B^^p^ca^e ist dann und nur dann quadratischer 
Rest für den Bereich einer ungeraden Primzahl py wenn die 
beiden Exponenten q und ß gerade sind. 

Eine Zahl B^p^aifie ist kubischer Rest, wenn q durch 
3 und ß durch d — (3, p — 1) teilbar ist, und die Gleichung 

o^^B^O (p) 
besitzt in diesem Falle genau d verschiedene p-adische Wurzeln. 
Ist also p von der Form 3n + 1, so ist d — 3, d. h. JB ist 
kubischer Rest, wenn q und ß durch drei teilbar sind, und 
yB hat drei p-adische Zahlwerte. Ist dagegen p ^Sn + 2, 
also c{— 1, so ist £ kubischer Best zu p, wenn q ein Mul- 
tiplum von 3 is^ während ß beliebig sein kann. In diesem 
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Falle zerföllt x^ — B nicht in drei p-adische Linearfaktoren, 
sondern nur in je einen Faktor ersten und zweiten Grades. 
Zum Abschluß dieser Übungsbeispiele untersuche ich noch die 

Frage, unter welcher Bedingung eine Zahl B^p^oD^e |?**' Potenzi-est 

ist, d. h. wann die Gleichung: 

(3) xP-B^O (p) 

eine Wurzel besitzt. Setzt man wieder x=p"(ohy so muß auch hier 

(3a) öp = p, 0^^ = 01^, «^ = e 

sein; da aber c}'' » c? ist, so muß eben ^ = ß sein, wodurch § stets 
eindeutig bestimmt wird. Also treten hier nur die beiden Bedingungen 
auf, daß Q durch p teilbar ist, und daß die Haupteinheit s so gewählt 
werden kann, daß sie die Gleichung: 

(3b) f(x)^xP-e^O (p) 

befriedigt, wo e = 1, e^ e, . . . ist. Aber diese Gleichung ist hier 
nicht stets lösbar, sondern im allgemeinen nur dann, wenn e^^lfie^ ..., 
wenn also e^ = ist. Setzt man nämlich a: =- y + 1, so genügt y der 
Gleichimg 

und ihre linke Seite ist eine Eisensteinsche Funktion, da alle ihre 
Koeffizienten mindestens durch p teilbar sind. Ist also e^ > 0, so ist 
das konstante Glied nur durch die erste Pptenz von p teilbar, also ist 
dann ihre linke Seite nach dem a. S. 76 oben bewiesenen Satze irre- 
duktibel; sie besitzt mithin keinen p-adischen Linearfaktor. 

Es sei also jetzt c = l,Oci..., so beweise ich wieder, daß die 
Gleichung (3b) für jede ungerade Primzahl p eine einzige Haupt- 
einheit € als Lösung hat. Li der Tat besitzt die Näherungskongruenz: 

(4) f^^\x)^af-l,Oe^ = (modp») 
die Lösung g^ » l,e^, denn es ist ja: 

fo-{l+pe,y-'l+ p'e, + £^ pW+ • • • 

= l+p\^lfie, (modp»), 

weil alle folgenden Glieder mindestens durch p^ teilbar sind. 

Also ist 1,6^ — So eine Zahl, für welche f{^) durch p^ teilbar ist. 

Da aber f{io) ^i>V"^ genau durch p teilbar, also l^\t von posi- 
tiver Ordnung ist, so besitzt die obige Gleichung eine einzige Wurzel g, 
deren Näherungswert £q » ^7^9 welche also eine Haupteinheit ist. Da 
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hiernach die obige Gleichung in diesem Falle stets eine und nur eine 
Losung zuläßt, so ergibt sich der folgende sog. Ergänzungssatz in 
der Theorie der Potenzreste: 

Eine Zahl B^p^m^e ist dann und nur dann p^^ Potenz- 
rest zu der ungeraden Primzahl p^ wenn die Ordnimgszahl 
Q=^PQq ein Vielfaches von p ist und die Haupteinheit e die 
Form: 

6=l,0€i l+i>*<7 

besitzt. In diesem Falle gibt es nur eine p-adische Zahl 

welche für den Bereich von p gleich YB ist. 
Eine kleine Modifikation tritt nur für p » 2 ein; denn in diesem 
Falle hat die Näherangskongruenz (4): 

f^\x) = o;* - 1 , fj = (mod 2») 
nur dann eine Lösung, wenn auch e^^O ist. Setzt man nämlich :z;=» 1 -f 2^, 
so wird ja 

a;^-l,0ci=(H-2(7)^-l,0ß,=l+4(/+V-l,0^=4(7O+l)-4^„ 
und die Zahl 4:(g(g + 1) — 6^) ist, wie auch g gewählt werde, nicht 
durch 2' teilbar, falls 6^ = 1 ist; ist aber c^ = 0, so erhält man für 
g ^ und ^ =» 1 je einpn Näherungswert unserer Kongruenz. Also 
muß hier auch c^ = sein, und da für |) = 2 jede Einheit eine Haupt- 
einheit also (0 = 1 ist, erhalten wir für diese Primzahl noch den Zusatz: 
Eine Zahl B^2^ - e ist in bezug auf 2 quadratischer 
Rest, wenn q gerade ist, während die Einheit e die Form: 
e=l,00e8 ••-1 + 8a 

hat, und in diesem Falle hat YB zwei dyadische Werte. 
Ahnliche Sätze bestehen, wenn [i^p^ oder einer höheren Potenz 
von p gleich ist, doch soll auf die Herleitung derselben an dieser 
SteUe nicht eingegangen werden. 

§ 8. Die Darstellung der Gleichungswurzeln far den Bereich von p und 

nach ihrer Größe. 
Im § 5 des zweiten Kapitels war gezeigt worden, daß und wie 
sich jede rationale Zahl auf eine einzige Weise in eine im gewöhn- 
lichen Sinne konvergente Reihe 

mit modulo^ ganzen rationalen Koeffizienten so entwickeln läßt, daß sie 
dieser rationalen Zahl sowohl ihrer Größe nach, als auch für den Be^ 
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reich von p gleich ist. Auch für die algebraischen Zahlen, d. h. 
für die Wurzeln einer .beliebigen ganzzahligen Gleichung: 

(1) /•(a^)-0, 

mögen diese nun reell oder komplex sein, gilt genau derselbe Satz, aber 
nur unter der Voraussetzung, daß die Gleichung 
(la) /•(x)-0 (p) 

mindestens eine p-adische Wurzel besitzt, d. h. daB ihre linke Seite 
für den Bereich von p mindestens einen jp-adischen Linearfaktor hat. 
In der Tat, sei: 

(2) /-W-C^-D/iC«) (p), 

WO 

(2a) g « go + SiP + • • ' 

eine p-adische reduzierte Zahl bedeutet, welche ich der Einfachheit 
wegen als eine modulojp ganze Zahl annehme. Es sei femer a eine 
der n Wurzeln, welche die irreduktible Gleichung f{x) — ihrer Große 
nach besitzt, und zwar möge a zunächst eine gewöhnliche reelle Zahl 
sein. Dann folgt aus dem a. S. 43 bewiesenen Satze, daß man diese 
stets in eine konvergente Reihe: 

a =• «0 + «iP H 

entwickeln kann, deren Koeffizienten a^ rationale, aber modulo|) ganze 
Zahlen, und die femer so gewählt sind, daß für den Bereich von p 

(3) «-5 (p) 
ist, daß nämlich die Eongmenzen: 

«o = 6o (j^^^P)f 
(3 a) «o + aLP = So + Sil> (jnodp^), 

ao + «il> + aiJP^ = go + Sil> + 6tP* (modp»), ^ 



samtlich erfüllt sind. Genau dasselbe ist möglich, wenn: 

a = ß + yi 
eine komplexe Wurzel unserer Gleichung ist; auch dann kann man a 
in eine konvergente Reihe 

(3b) « =« (/Jo + Yoi) +P(ßi + Y^) + "• 

entwickeln, deren Koeffizienten modulojp ganze rationale komplexe 

Brüche sind, imd für die der Reihe nach die Kongmenzen: 

ßo + Yoi =lo (modi)), 

(3c) (^0 + nO + Pißi + Vii) = So + SiP (mod i>«) , 



sämtlich erfüllt sind. 



% 
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Besitzt dagegen die Gleichung (la) für den Bereich von p keine 
j)-adische Wurzel §, so ist es auch unmöglich, eine der Gleichungs- 
wurzeln a in eine konvergente i^-adische Beihe a^ + a^p -f • • • so zu 
entwickeln, daß ihre Näherungswerte die Gleichung 
(3d) fix)^0 (p) 

mit jeder vorgegebenen Annäherung befriedigen. Wäre dies nämlich 
für die nicht reduzierte p-adische Zahl 

der Fall, und ist für den Bereich von p 

die reduzierte Form jener Zahl, so ist auch die reduzierte Zahl g eine 
Wurzel unserer Gleichung (3d), d. h. die Funktion f{x) würde ent- 
gegen unserer Voraussetzung für den Bereich von p den Linearfaktor 
X — ^ besitzen. Es besteht also der Satz: 
Ist 

f{x)^0 

eine beliebige Gleichung n**" Grades, so können ihre Wurzeln a 
sämtlich dann und nur dann in konvergente jp-adische Reihen 
entwickelt werden, welche auch für den Bereich von p 
Wurzeln jener Gleichung sind, wenn jene Gleichung für den 
Bereich von p mindestens eine p-adische Wurzel § besitzt; 
und zwar kann dann jede der n Gleichungs wurzeln o^, o,,. . . a^ 
so entwickelt werden, daß sie für den Bereich von p gleich 5 
wird. 

Die Kreisteilungsgleichimg des (p — 1)*^ Grades: 

(4) rcP-i-l«0 

besitzt z. B. ihrer Größe nach die ;> — 1 Wurzeln: 

(4a) 1, 5, c}^, . . . ö^-*, 

wo 

(4b) ö «= cos r + % sin r 

^ ^ p— 1 ' p— 1 

ist. A. S. 82 unten wurde femer bewiesen, daß dieselbe Gleichung für 

den Bereich der Primzahl p genau p— 1 p-adische Wurzeln hat, welche 

der Reihe nach gleich: 

(4c) 1, (D, Cö^ • • • c}^-^ 

gesetzt werden können, wenn cd irgend eine der g}(p — 1) primitiven 

j>-adischen Wurzeln dieser Gleichung ist. 

Das soeben gefundene Resultat läßt sich nun. für unseren Fall so 
aussprechen: 
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Die i) — 1 (2? — 1)**° Wurzeln der Einheit 

©0, Oj, ... C3p_, 

können stets so in konvergente jp-adische Reihen entwickelt 
werden, daß allgemein für den Bereich von p: 

und daß femer der Größe nach: 

ist, wo (to, ii, . . . ip^i) und (fto, *!,... fc^.^) zwei beliebige 
Permutationen der Zahlen 0, 1, ... p — 2 bedeuten. 

Wir würden so also (p — 1)! verschiedene mögliche Entwicklungen 
der (p—1) Wurzeln co^ in jp-adische Reihen erhalten. Unter diesen 
können und wollen wir aber, genau, wie dies a. S. 45 unten für die ratio- 
nalen Zahlen geschah, nur solche Entwicklungen von (Oq; (o^y . . . cd^.« 
als die jp-adischen Reihen für diese algebraischen Zahlen an- 
sehen, für welche jede rationale Gleichung: 
(5) 9?((Do, cDi,...ai^.3i) = 

mit rationalen Koeffizienten, welche der Größe nach besteht, auch für 
den Bereich von p richtig bleibt und umgekehrt. 

Damit dies der Fall sei^ muß zunächst; wenn cDq der Größe nach 
gleich 1 ist, dieselbe Wurzel auch für den Bereich von p gleich 1 sein, 
da andernfalls die Gleichung cOq — 1 = zwar der Größe nach, aber 
nicht für den Bereich von p erfüllt wäre. Ist zweitens der Größe nach 
etwa. (Dj gleich der primitiven Wurzel oj in (4 a), so muß für den 
Bereich von p o^ gleich einer primitiven Wurzel also etwa gleich cd 
in (4 c) sein; gehörte nämlich (o^ fär den Bereich von p zu einena 
Teiler d von p — l als Exponenten, so bestünde für den Bereich von 
p die ganzzahlige Gleichung: 

o? =- 1 (P) 

während diese der Größe nach nicht erfiUlt wäre. Ist endlich die Be- 
zeichnung der Wurzeln (o^, o^, . . . o^^j von vornherein so gewählt, 
daß allgemein der Größe nach 

oj,. =- ö}' (»==0,1 . • p — 2) 

ist, so muß auch für den Bereich von p 

CJ^= o^ (» = 0,1 . •• p — 2) 

sein, weil andernfalls die ganzzahlige Gleichung 

DJ,. — ©i' = 
der Größe nach, aber nicht für den Bereich von p, erfüllt wäre. 

Entwickelt man nun die jp — 1 Wurzeln (oq, Oj, . . . o^.i) der Kreis- 
teilungsgleichung so, daß allgemein die Gleichungen: 
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(6) ß)< = ü', o,. = cof (p) (» = 0, 1 . . . p-2) 
erfüllt sind, wo (ö und gj zwei primitive Wurzeln der Kreisteilungs- 
gleichung der Größe nach und för den Bereich von ;; bedeuten, so 
zeigt man jetzt leicht, daß wirklich jede Gleichung (5) dann und nur 
dann der Ghröße nach besteht, wenn sie für den Bereich von p erfüllt 
ist, und umgekehrt. 

Wir können zunächst die linke Seite der Gleichung (5) als eine 
ganze Funktion der a\ voraussetzen, da wir ja den eventuell auf- 
tretenden gemeinsamen Nenner durch Multiplikation fortschaffen können. 
Besteht nun zwischen den (p — 1)*®° Eiuheitswurzeln ihrer Größe nach 
eine rationale Gleichung: 

(7) 9(oJo, Oi,...CDp_3,)«0 

mit nitionalen Zahlkoeffizienten, und ersetzt man diese Wurzeln o, durch 
ihre Reihenentwicklungen öj', so geht dieselbe über in: 
(7a) 9(1, w, GJ*, . . . cj^-*) = 0. 

Ist nun wieder 

9(x) = 

die irreduktible Gleichung (4) a. S. 84, der die primitive Wurzel o mit ihren 
(fip — l) konjugierten genügt, so ist die Gleichung (7) dann und nur 
dann erfüllt, wenn für ein variables x: 

(7b) ip{l,x,...xP-')=g{x)h{x) 

ist, wo h(x) offenbar ebenfalls eine ganze Funktion von x mit rationalen 
Zahlkoeffizienten ist. Betrachtet man nun diese Identität (7b) für 
den Bereich von p, ersetzt x durch die primitive p-adische Wurzel o 
und beachtet dabei, daß nach der a. S. 84 gemacht'Cn Bemerkung (4a) 
^(^i) "^ (p) ist, so ergibt sich in der Tat: 

9?(1, 03, cö^..(D^-^-0 (p), 

d. h. die Gleichung (7) besteht auch für den Bereich von p. 

Besteht umgekehrt die Gleichung (7) für den Bereich von p, und 
ersetzt man die Wurzeln g?,. durch ihre j>-adischen Entwicklungen g)', 
80 erhält man die p-adische Gleichung: 

9(1, G), G3>,...G>^->)-0 (p), 

d. h. die Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten: 

9?(1, a:,...af-«)-0 (p) 
hat mit der ganzzahligen Gleichung 

g(x)^0 (p) 
mindestens die eine p-adische Wurzel rr — o» gemeinsam. Daraus 
folgt, daß die beiden Funktionen g{x) und (p(l, a:, ...af"*) einen 
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größten gemeinsamen jp-adiscben Teiler mindestens vom ersten Grade 
haben müssen , welcher^ da er durch das Euklidische Verfahren aus 
(p(l,x, . . ,af^^) und g(x) gefunden werden kann^ ebenfalls rationale 
Zahlkoeffizienten besitzen muß. Da aber g(x) im Körper der rationalen 
Zahlen irreduktibel ist, also keinen solchen Teiler haben kann, so muß 
jener Teiler gleich g{x) selber sein, d. h. es besteht wieder eine Iden- 
tiföt (7b), und wenn mui jetzt in ihi x ^i) setzt, so folgt, daß in 
der Tat auch der Größe nach 

ist, und damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 

Aus dem Beweise ergibt sich, daß unserer zweiten a. S. 92 Mitte 
aufgestellten Forderung dann und nur dann genügt wird, wenn die 
erste Wurzel ca^ ihrer Größe nach einer primitiven Gleichungswurzel cd 
und für den Bereich von p irgend einer p-adischen primitiven Wurzel o 
gleichgesetzt wird. Da es genau 9?(p ~ 1) solche Zuordnungen gibt, 
so erhält man also den Satz: 

Man kann die p — 1 (p — 1)*^ Wurzeln der Einheit auf 
genau q>(p — 1) verschiedene Arten in p-adische Reihen so 
entwickeln, daß jede rationale Gleichung mit rationalen Koef- 
fizienten zwischen denselben der Ghröße nach besteht, welche 
auch för den Bereich von p gilt und umgekehrt. 
Aus dem soeben nur ganz kurz behanddten Beispiele folgt, daß man 
die Wuizeln der speziellen einfachen Kreisteilangsgleichung (4) so in 
p-adische Reihen entwickeln kann, daß jede zwischen ihnen bestehende 
rationale Gleichung auch für den Berd^h von p erfüllt ist, und um- 
gekehrt Ich werde im folgenden zeigen, daß derselbe Fundamental- 
satz für alle algebraischen Zahlen gilt. Mit seiner Hilfe können dann 
die arithmetischen Eigenschaften aller algebraischen Zahlen in wunder- 
barer Einfachheit und Vollständigkeit ergründet werden, und es wird 
sich zeigen, daß diese zu den rationalen Zahlen in genau derselben Be- 
ziehung stehen, wie die algebraischen Funktionen zu den rationalen 
Funktionen. 

Um aber dieses Resultat ableiten zu können, muß ich zuerst zeigen, 
daß sich der Bereich der jp-adischen Zahlen so erweitem läßt, daß jede 
algebraische Zahl für den Bereich einer beliebigen Primn^ p einer 
einzigen jp-adischen Z^ dieses erw^terten Bereiches gleich ist. Dieses 
Resultat soll in den nächsten Kapiteln hergeleitet werden. 



Fünftes Kapitel. 

Untersnchnng der algebraischen Zahlen in bezng anf 

ihre Größe. 



§ 1. Einleitung. 

Die am Schlüsse des vorigen Kapitels betracliteten Beispiele haben 
schon gezeigt, daB das große Gbbiet der j)-adischen Zahlen noch lange 
nicht dem Ansprache genügt, welchen die Zahlenlehre stellen mnß, 
daß i^mlich alle arithmetischen Operationen innerhalb desselben un- 
beschränkt ausgeführt werden können. Schon die einfache Operation 
der Wurzelaasziehung führte ja im allgemeinen aus dem Bereiche der 
jp-adischen Operationen heraus, denn wir sahen, daß die (i^ Wurzel 
aus einer Zahl B nur unter sehr beschränkenden Voraussetzungen im 
Gebiete der p-adischen Zahlen existiert Aber nicht bloß die reinen 
Gleichungen: 

a;^* - B = 

besitzen im Bereiche der jp-adischen Zahlen im allgemeinen keine 
Wurzeln, sondern dasselbe gilt in viel höherem Maße von den alge- 
braischen Gleichungen: 

B^xf* + B^xf-^ + . . . + JB^ = 

mit beliebigen ganzzaUigen Koefi^enten. Bis jetzt ist nur bewiesen 
worden, daß ihre linken Seiten für den Bereich von p auf eine einzige 
Weise in irreduktible Faktoren mit p-adischen Eoe£fisi«üten zerlegt 
werden können, aber im aUgenmnen sind diese nicht ]^ear, d. h. eine 
solche Gleichung besitzt im allgemeinen keine |i-adischen Wurzeln. 

Man kasm aber das Gebiet der p-adischea Zahlen in höchst ein- 
facher Weise so erweitem, daß aUe für diese geltend«! Gesetze in dam 
größeren Zahlbereiche vollständig unverändert fortbestehen, und daß in 
diesem jede Funktion fi*" Grades auf eine und nur eine Weise in 
das Produkt von (i Linearfaktoren zerfallt; aus der dann geltenden 
Gleichung: 

F(x) - B^(x - x,)(x - a?,) . . . (rc - «^ - (p) 
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folgt sofort; daß in diesem größeren Gebiete jede Gleichung genau so 
viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad angibt, und daß diese fi allgemeineren 
|}-adischen Zahlen x^ genau dieselben algebraischen Eigenschaften haben, 
wie die ihrer Größe nach durch reelle oder komplexe Dezimalbrüche 
dargestellten Gleichungswurzeln. 

Im nächsten Kapitel soll diese Erweiterung des Bereiches der jp- 
adischen Zahlen ausführlich dargelegt werden. In dem vorliegenden 
Kapitel will ich zunächst die algebraischen Zahlen, d. h, die Wurzeln 
algebraischer Gleichungen in bezug auf ihre Größe untersuchen, 
ohne sie zu einer bestimmten Primzahl p in Beziehung zu setzen. 

§ 2. Die algebraischen Zahlen. 
Eine Zahl a, welche ihrer Größe nach einer algebraischen Gleichung: 

(1) F(x) r^ar + B^x""-^ + . . . + B^ = 

mit ganzzahligen oder rational gebrochenen Zahlkoeffizienten genügt, heißt 
eine algebraische Zahl. Da sich die Wurzeln einer solchen Gleichung 
nicht ändern, wenn man ihre linke Seite durch eine von Null verschiedene 
Konstante dividiert, so kann d^r Koeffizient der höchsten Potenz von x, 
wie es hier geschehen ist, gleich Eins angenommen werden. Gauß hat 
zuerst den strengen Beweis erbracht, daß eine jede solche Gleichung im 
Gebiete der gewöhnlichen komplexen Zahlen genau m Wurzeln besitzt. 
Bei unseren späteren Untersuchungen wird es sich meistens um ganz 
einfache Gleichungen, meistens nur um reine Gleichungen 

a?^ — ^0 = 

handeln, deren Wurzeln explizite mittels Wurzelausziehungen dar- 
gestellt werden können. Wir woUen aber die folgenden Untersuchungen 
für die Wurzeln beliebiger Gleichungen durchführen xmd für sie also 
den Gauß sehen Existenzbeweis als geführt voraussetzen. 

Eine algebraische Zahl genügt nicht bloß einer, sondern unendlich 
vielen Gleichungen. Denn ist F(a) = und G{x) eine beliebige andere 
Funktion von x, so ist ja x ^ a auch eine Wurzel der Gleichung 
H{x) = F(x) G{x) « 0, weil ja H{a) ^ F(a) G{a) =- ist. 

Unter allen Gleichungen, denen eine algebraische Zahl genügt, 
muß eine existieren, deren Grad möglichst klein ist. Ist 

(2) f(x) - rp^ + a.x'-' + . . . + a, - 

eine solche Gleichung niedrigsten Grades, so ist sie eindeutig bestimmt, 
denn gäbe es noch eine andere Gleichung desselben Ghrades: 

fix) ^x^ + ä.x'-' + . . . + a^ = 0, 



§ 2. Die algebraischen Zahlen. 97 

welche ebenfalls durch a befriedigt wird, so würde ihre Differenz 
/•(a;) - f (a;) - (o, - ä,)a;^-> + • . . + (a, - S,) = 

eine Gleichung von niedrigerem als dem >l'*° Gh*ade sein, welche eben- 
falls durch x='a erfOUt würde, was gegen unsere Voraussetzung verstößt. 
Diese Funktion niedrigsten Grades f{x) ist im Bereiche -K^(l) der 
rationalen Zahlen irreduktibel, d. h. sie ist nicht gleich dem Produkte 
g{x)h{x) zweier Funktionen niedrigeren Grades. Wäre nämlich 

f{x) = g{x) h{x), also f{a) =- g(a) h(a) = 0, 

so würde ja a einer der beiden Gleichungen niedrigeren Grades g(x)==Oy 
oder Ä(a;) = genügen. Ist k der Grad der Gleichung niedrigster Ord- 
nung fQr Uy so nenne ich x eine algebraische Zahl V^ Grades. 

Es sei a eine algebraische Zahl A*^ Ghrades und f(x) =- die irre- 
duktible Gleichung V^ Grades, der a genügt; ist dann F{x) = irgend 
eine andere Gleichung für a, so haben die beiden Funktionen f{x) und 
F{x) sicher den Linearfaktor (x — a) gemeinsam; sie besitzen daher 
einen größten gemeinsamen Teiler, den man durch das Euklidische 
Teilerverfahren finden kann. Da aber f(x) irreduktibel ist, so muß 
dieser Teiler gleich f(x) selber sein. Es besteht somit der Satz: 

Ist a eine algebraische Zahl, welche Wurzel der irreduk- 
tiblen Gleichung f{x) =» ist, so genügt a dann und nur dann 
einer anderen Gleichung F{x) =« 0, wenn ihre linke Seite durch 
f(x) teilbar ist. 
Eine jede reduktible oder irreduktible Gleichung i»**"* Grades be- 
sitzt stets m gleiche oder verschiedene Wurzeln a^, «,, . . . a^, und für 
ein variables x besteht dann die Zerlegung: 

(3) F(a;) = o;- + B, o;-- 1 + . . . + JS^ = (o; - «,) . . . (:r - O . 
Ist X = cci eine algebraische Zahl X^^ Grades und ist 

f{x) ^x^ + a^x^'"^ + ... + a;i = (a; ~ «i) (a? -«,).-• (a: - aj 

die Zerlegung der zugehörigen irreduktiblen Gleichung in ihre Linear- 
faktoren, so sollen cc^, cc^, - - * cc^ die k zu a^ konjugierten al- 
gebraischen Zahlen heißen. 

Sind «1,«,,...«^ die k konjugierten Wurzeln einer innerhalb -K^(l) 
irreduktiblen Gleichung f(x) = und genügt eine unter ihnen, etwa a^, 
einer anderen Gleichung F{x) ==« 0, so muß nach dem soeben bewiesenen 
Satze F{x)'^f{x)g{x) sein; ersetzt man in dieser Gleichung x der 
Reihe nach durch o,, c^, . . . a^, so ergibt sich allgemein 

F(a,)-0 (f-l,2,...X). 

Hantel, Theorie der algebraisohen Zahlen. L 7 
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Eine Gleiclumg des Bereiches K(l) ftlr eine algebraisclie 
Zahl bleibt also richtig^ wenn man diese durch ihre X konju- 
gierten Zahlen ersetzt. 
Aus den Elementen der Algebra ergiebt sich endlich der Satz: 

Jede symmetrische Funktion der Wurzeln- cc^, a,, . . . a,„ 
einer Gleichung F(x) =- ist eine rationale Funktion ihrer 
Gleichungskoeffizienten JB^, jB^, . . . J?^; also eine rationale Zahl. 

§ 3. Die ganzen algebraischen Zahlen. 

Eine algebraische Zahl a heißt eine ganze algebraische Zahl, 
wenn sie irgend einer Gleichung 

(1) a^ + B.a'-'+' + B^^O 

genügt, deren Koeffizienten B^y B^, • • B^ ganze rationale Zahlen sind. 

Diese Definition ist deshalb besonders bequem, weil nach ihr nur 
eine unter den unendlich vielen Gleichungen für a ganzzahlige Koef- 
fizienten zu haben braucht. 

Die ganzen algebraischen Zahlen sind eine Verallgemeinerung der 
ganzen rationalen Zahlen, denn eine ganze rationale Zahl a genügt ja 
der linearen Gleichung x — a^O mit ganzzahligen Koeffizienten. Man 
kann aber auch den präziseren Satz aussprechen: 

Eine ganze algebraische Zahl, die zugleich rational ist, 
muß eine ganze rationale Zahl sein. 

Es sei nämlich a eine ganze algebraische Zahl, und es möge (1) 
eine ganzzahlige Gleichung sein, welcher a genügt. Weiß man nun 

femer, daß cc^' -yf ^i^ rationaler Bruch ist, dessen Zahler und Nenner 

teiler&emd sind, so ergibt die Substitution dieses Wertes in (1) eine 
Gleichung: 

(2) M^ + B^M^-^N + . . . + B^N^ - 0. 

Enthielte nun N auch nur einen Primteiler j>, so folgt aus dieser 
Gleichung, daß derselbe auch in üf", also auch in M enthalten wäre 
gegen unsere Voraussetzung; ako muß iV«- ± 1, also a = ± Jf eine 
ganze Zahl sein. 

Die ganzen algebraischen Zahlen bilden nun ebenso wie die ganzen 
rationalen Zahlen einen Bereich, dessen Individuen sich durch die drei 
elementaren Operationen der Addition, Subtraktion und Multiplikation 
wieder erzeugen. Es besteht nämlich der Satz: 

Sind a und ß zwei ganze algebraische Zahlen, so sind auch 
die drei Zahlen a + ß^ a — ß und aß ebenfalls algebraisch ganz. 
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Es seien nämlich: 

(3) G(ß) = ß^+B,ß''-'+ +5,=0 

die ganzzahligen Gleichongen, denen a und ß genügen, und es bedeute 

y = (« + /3, a-/J, aß) 
eine der drei zu untersuchenden Zahlen, um nun zu beweisen^ daB y 
ebenfalls einer ganzzahligen Gleichung genügt; setzen wir mn =-r und 
bezeichnen die r Produkte: 

w -^ (;::;.':.:::::) 

in irgend einer Reihenfolge mit y^, ^j; • • • ?r* Bildet man dann die 
r Produkte: 

(5) yyu yrif'-rrrf 

so sind diese entweder direkt oder mit Hilfe der Gleichungen (3) 
homogen und linear durch y^, y^f-yr ^^^ ganzzahligen Koeffizienten 
darstellbar, d. h. es bestehen r Gleichungen von der Form: 

yyi = 5^11^1 + 9i%yi + • • • + ^ir^r ; 

(6) yyi "= Sl%iyi + 9nY% + • • • + 9%rYrf 

yVr = 9riyi + 9r^yi +•"+ 9rryr7 

WO die Pi^ ganze rationale Zahlen sind. Wenn man also au« diesen 
r Gleichungen y^, y^} • - - Yr eliminiert, so ergibt sich für y die Glei- 
chung: 



(7) 



5^11 - y? 9li ' ' ' 9\r 

9tij 9n-y • • 9%r 



0, 



9rU 9r% • • • 9rr'-Y 

oder entwickelt eine Gleichung: 

(7 a) yr+Giy--^ + .-- + G,-0, 

deren Koeffizienten G^^ G^y . , . G^ offenbar ganze rationale Zahlen sind. 

Damit ist bewiesen^ daß y in der Tat eine ganze algebraische Zahl 

ist. Aus diesem Satze ergibt sich sofort die Folgerung: 

Jede ganze rationale Funktion Fia, ß, . . .Je) von beliebig 
vielen ganzen algebraischen Zahlen mit^ ganzzahligen Koef- 
fizienten ist wieder eine ganze algebraische 2iahl. 
Es sei nim a^ eine ganze algebraische Zahl X^^ Chrades, und 

(8) fix) ^x' + a.x'-^ + . . . + a;i - 

sei die irreduktible Gleichung niedrigsten Grades, der a genügt, so 

könnten diese Koeffizienten gebrochene rationale Zahlen sein, denn zu- 
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nächst ist ja nur vorausgesetzt, daß eine der unendlich vielen Glei- 
chungen für a ganzzahlige Koeffizienten hat. Aber man beweist jetzt 
leicht den Satz: 

Eine Zahl a ist dann und nur dann algebraisch ganz, 
wenn die irreduktible Gleichung niedrigsten Grades für a 
ganzzahlige Koeffizienten hat. 
Hat nämlich die Gleichung f{x) = ganzzahUge Koeffizienten, so 
ist a nach unserer Definition algebraisch ganz. Ist umgekehrt a al- 
gebraisch ganz, so gibt es eine gauzzahlige Gleichung: 

(8a) F(x) ^c^ + Ä,3r-' + . . . + ^^ « 0, 

der a genügt. Dann besitzt also die irreduktible Funktion f{x) mit 
dieser Funktion F{x) eine gemeinsame Wurzel. Also ist F{x) durch 
f(x) teilbar, d. h. alle Wurzeln Oj, Oj, . . . a^ von f{x) — sind ganze 
algebraische Zahlen, da sie auch Wurzeln der Gleichung F{x) ==0 sind. 

Beachtet man nun, daß die Koeffizienten difd^ - - » O'x ^^^ /(^) 
die elementaren symmetrischen Funktionen, also ganze ganzzahlige Funk- 
tionen der ganzen algebraischen Zahlen a,, o,, . . . a^^ sind, so lehrt unser 
allgemeiner Satz S. 99 unten, daß auch diese Koeffizienten algebraisch 
ganz sind; und da sie außerdem rational sind, so müssen sie nach (2) 
ganze rationale Zahlen sein, w. z. b. w. 

Ebenso wie bei den rationalen Zahlen gilt auch hier der Satz: 

Jede gebrochene algebraische Zahl läßt sich als Quotient 
von zwei ganzen algebraischen Zahlen darstellen. 
In der Tat, sei ß eine gebrochene algebraische Zahl und 

(9) ^m + j5^^-i^... + j5^_0 

eine Gleichung, der ß genügt. Dann sind die Koeffizienten £^ nicht 

sämtlich ganze Zahlen, imd es sei allgemein: ^,-» y: , wo b^ der 

Generalnenner der m Zahlen B^ ist. Multipliziert man dann die ganze 
Gleichung (9) mit b^ und schreibt sie in der Form: 

(9a) {b,ßr + BMhßr-' + B,biib,ßr-* +■■■ + b^ö 
- (M)" + 6i(M)"-' + ^Mhßr-' + ■■■ + K^-' = 0, 

so erkennt man, daß die Zahl y == b^ß algebraisch ganz ist, da sie der 
ganzzahligen Gleichung m^ Grades (9a) genügt. Also ist in der Tat: 



(9b) ß 



b. 







und hier sind Zähler und Nenner ganze algebraische Zahlen; das 
letztere, weil ja b^ eine rationale ganze Zahl ist. 
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Endlich werde auch noch der folgende wichtige Satz hervor- 
gehoben^ welcher im folgenden häufig angewendet werden wird: 
Die Wurzeln einer Gleichung 
(10) Ä(a) - a'- + j/^"' + • • • + yr = 

von beliebigem Grade, deren Koeffizienten ganze algebraische 
Zahlen sind, sind selbst ganze algebraische Zahlen. 
Zum Beweise denke ich mir alle diejenigen Funktionen 
Ä(a), Äi(a), A,(a) . . . Ä^.i(a) 
gebildet, welche aus h{a) dadurch hervorgehen, daß die r ganzen 
algebraischen Zahlen Vi^y^f - " ^r ^uiabhängig voneinander durch' ihre 
Konjugierten y^, y/, . . .; y^? ^j', . . ; • . . ersetzt werden, welche eben- 
falls ganze algebraische Zahlen sind. Dann genügt a auch der 
Gleichung: 
(10a) H{a) = h(a) \(a) . . . Ä^.,(a) - 0, 

da ihr erster Paktor Ä(a) = ist. Die Koeffizienten von H{a) [sind 
nun FOoB e ganze Zahlen, da das rechts stehende Produkt eine ganze 
ganzzahlige Punktion aller konjugierten Zahlen y^y y/, . . . ist, welche 
in ihnen offenbar symmetrisch ist. Also genügt a auch der Gleichung 
H(a) ^ mit g^eUen ganzzahligen Koeffizienten, ist also wirklich 
algebraisch ganz. 

Eine algebraische Zahl a heißt durch eine andere ß teilbar, wenn 
der Quotient a- eine ganze algebraische Zahl ist. Diese Definition 
der Teilbarkeit stimmt genau mit der entsprechenden für rationale 
Zahlen überein. 

Ist sowohl a durch ß als auch umgekehrt ß durch a teilbar, so 
heißen diese beiden Zahlen äquivalent. Sind a und ß\ speziell 
rationale Zahlen, so sind sie nach dieser Definition offenbar dann und 
nur dann äquivalent, wenn sie, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 
sind, wenn also a = £/} ist, wo € = ± 1 ist. 

Setzt man auch in unserem Falle ^ » £, so ist a nur dann 

P 

äquivalent /}, wenn sowohl « = ^ ? als — =* ° algebraisch ganz ist 

Eine ganze algebraische Zahl £, deren reziproker Wert - - 
wieder ganz ist, heißt eine Einheit. Die algebraischen Ein- 
heiten sind die Verallgemeinerung der beiden rationalen Ein- 
heiten + 1 und — 1 . 
Daraus folgt jetzt sofort der Satz: 

Zwei Zahlen a und ß sind in bezug auf ihre Teilbarkeit 
dann und nur dann äquivalent, wenn sie sich nur durch 
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eine Einheit unterscheiden , wenn also ß =^ as ist, und b eine 
Einheit bedeutet. 
Ist 

f(e)^^ + g^t'-' +... + (7^ = 

die irreduktible ganzzahlige Gleichung, welcher die Einheit s genügt, 

so erkennt man sofort durch Division mit g^^^, daß - Wurzel der 
irreduktiblen Gleichung 

ist, und diese ist dann und nur dann ebenfalls ganzzahlig, wenn 
gx^ ±1 ist. Es ergibt sich also der Satz: 

Eine Zahl £ ist dann und nur dann eine algebraische 
Einheit, wenn in der zugehörigen ganzzahligen Gleichung 
' niedrigsten Grades das konstante Glied gleich ± 1 ist. 

§ 4.. Die algebraischen Zahlkörper. 

Es sei nun a irgend eine algebraische Zahl, k sei ihr Grad, und 
es möge: 

(1) f(x) ^x^ + a^x^'^ + . . . + a^ - 

die irreduktible Gleichung des A**° Grades sein, der a nebst ihren 
Konjugierten genügt. Im folgenden werden die iL konjugierten Wurzeln 
der Gleichung (1) durch ot^fUj^, . . . a^ bezeichnet, und a sei eine be- 
liebige unter diesen Zahlen. 

Ich betrachte nun alle diejenigen Zahlen, welche aus a durch 
die vier elementaren Rechenoperationen, die Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und Division hervorgehen, d. h. die Gesamtheit aller 
rationalen Funktionen von a 

(2) /»-9'(«) = J£5 

mit rationalen Zahlkoejffizienten; die Gesamtheit aller dieser rationalen 
Funktionen von a nenne ich den durch a konstituierten Zahl- 
körper und bezeichne ihn dprch K(a). Durch die k konjugierten 
algebraischen Zahlen (^, cc^, - - - cc^ werden so die k konjugierten Körper 
K(cCi), K(cc^), . . . K(ccj^ konstituiert; ich bezeichne einen beliebigen 
unter ihnen durch K{a), 

Von den Zahlen ß in (2) sind nur diejenigen auszuschließen, 
welche unendlich groß si^d; dies würde nur dann der Fall sein, wenn 
der Nenner Ä(a) = wäre. Nach dem a. S. 97 Mitte bewiesenen 
Satze ist dies nur dann der FaU, wenn die zugehörige Funktion h(x) 
durch die irreduktible Funktion f{x) teilbar ist, deren Wurzel a ist. 
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Ersetzt man in (2) a der Reihe nach durch a^, oc^^ , , . a^, so er- 
hält man die k algebraischen Zahlen ßi, ßi, * - ßx, wo allgemein 
(3) ßi-9>{^i) (» = 1,2, ...X) 

ist. Auch diese sollen die k zu ß konjugierten Zahlen heißen; sie 
gehören den k konjugierten Körpern K^cc^), . . . K(ax) an. 
Jede symmetrische Funktion 

S(ßi, ft, . . . ßx) = S(ip{a,), ifia,), . . ,<p(ax)) 

der k konjugierten Zahl ß^ ist eine rationale Zahl, weil sie 
auch eine symmetrische Funktion von «i, c^, • . . «^ ist. 
Hieraus folgt unmittelbar der wichtige Satz: 

Jede Zahl /Ji = 9?(ai) des Körpers ^^(«1) genügt nebst 
ihren Konjugierten einer Gleichung des A^° Grades 

(4) 9(y)-(y-ß,)---iy-ßx)-y'+htf'-' + --- + h^0, 

mit rationalen Zahlkoeffizienten, welche entweder selbst irre- 
duktibel; oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion isi:. 
Der erste Teil unserer Behauptung folgt daraus^ daB die Koeffi- 
zienten &j symmetrische Funktionen der konjugierten Zahlen ßif ß^, "- ßx 
sind; der zweite Teil ist eine unmittelbare Folge des weiteren Satzes: 
Genügt die algebraische Zahl ß^ irgend einer Gleichung: 

so genügen derselben Gleichung alle A konjugiei*ten Zahlen 

/*u ßif" ßx- 
In der Tat bleibt ja die Gleichung: 

nach dem a. S. 98 oben bewiesenen Satze richtig; wenn man a^ 
durch cfg, . . . a^ ersetzt, d. h. es ist allgemein g(ß^ =- 0, w. z. b. w. 

Ist nun die Gleichung A*^ Grades g(y) = &Lr ß in (4) reduktibel, 
und sind etwa g(if) und g(y) zwei von den irreduktiblen Faktoren von 
g(y), so werden die beiden Gleichungen: 

g{y)-o und Hy)-o 

nach dem soeben bewiesenen Satze durch alle konjugierten Zahlen 
ßi7 ßi} "• ßx befriedigt; da ja jede von ihnen mindestens eine unter diesen 
Zahlen als Wurzel haben muß. Da somit die beiden irreduktiblen 
Funktionen g(jf) und g{y) einen gemeinsamen Teiler haben, so müssen 
sie identisch sein. Für eine jede Funktion g(y) besteht also stets eine 
Zerlegung 

9(if) - {9(y)y = (y - ßi) (y - A) • • • (y - ßx), 

wo g(ff) eine irreduktible Funktion mit rationalen Koeffizienten ist. 
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Es sei nun die zu der algebraischen Zahl ß gehörige irreduktible 
Funktion vom Gh*ade k und es seien die k konjugierten Zahlen ß so he- 
zeichnet, daß /Jij/Jgj-'/Jj^ die sämtlichen Wurzeln von ^(y) = sind, 
daB also: 

9(jf) = (if-ßi)iy-ß,)---iy-ßx) 

ist. Dann sind alle diese Wurzeln voneinander verschieden. Denn 
wären auch nur zwei unter ihnen gleich, besäße also g{y) auch nur 
einen quadratischen Faktor, so hätte ja g(y) mit seiner Ableitung 
g\y) einen gemeinsamen Teiler, wäre also nicht irreduktibel. Anderer- 
seits ergibt sich aber aus der Gleichung: 

9iy) = (9(y)y -- ((y - A) (y - A) • • • (y - ßj))\ 

daß dann unter den k=^vk konjugierten Zahlen ßuß^, * •- ßx je v 
einander gleich sind. Femer folgt ohne weiteres der wichtige Satz: 

Die Gleichung k^^ Grades für eine Zahl ß des Körpers 
jBL'(a) ist dann und nur dann irreduktibel, wenn die X kon- 
jugierten Zahlen ßu ß%, - - - ßi sämtlich voneinander, ver- 
schieden sind. 

Es sei ßi = vi'ih) irgend eine Zahl von K(a^), und ft; Ai • • • A 
ihre k — 1 konjugierten Zahlen, dann wird die rationale Zahl: 

(5) «(Ä-AA---^i 

die Norm der Zahl ß genannt. Später werden wir dies über alle 
konjugierten Zahlen ß^ erstreckte Produkt auch mitunter die volle 
Norm von ß nennen zum Unterschiede von den Partialnormen, bei 
welchen das Produkt nur über gewisse unter diesen konjugierten Zahlen 
erstreckt wird. Ist 

9(Sf) = 1f' + hy-' + ^" + h^0 
die Gleichung für /3, so ist offenbar 

Sind ß und y zwei Zahlen von K{a), so folgt aus der Definitions- 
gleichung (5) für n(/}) sofort die Richtigkeit der beiden Gleichungen: 

n(ß'Y)^ßi'"ßx'n'"yx^ n(ß) • n(y). 



-e 



£\ n(ft 



Die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkte der 
Normen der Faktoren. Die Norm eines Quotienten ist gleich 
dem Quotienten der Normen von Zähler und Nenner. 



§ 4. Die algebraischen Zahlkörper. 105 

Ist /3 = m eine rationale Zahl, so sind alle X konjugierten Zahlen gleich 
niy d. h. es ist 

(5 a) N(m) == m\ 

Ist wieder ß^ eine beliebige Zahl von K(aj) und sind ß^, - - - ßx 
ihre A — 1 Konjugierten, so nenne ich das Produkt 

(6) «(Ä) = (ft-A)---(A-^i.) 

nach Hubert die Differente von ß^. Auch diese Zahl gehört dem 
Körper K(cc^) an, weil sie in den konjugierten Zahlen ft, • • • ft sym- 
metrisch ist. Diese letzte Tatsache folgt auch aus der Gleichung 
für d(A) 

(6a) Kßt) = 9'(ßi). 

welche sich ja nach Differentiation der Gleichung (4) unmittelbar er- 
gibt, wenn man y = ßi setzt. 

Endlich betrachte ich das Produkt 

(7) d{ß) =J~[(ß,-ß,y= {ß,-ß,y (ß,-ß,y (ft-ft)» ••• (^,_,-^J« 

der quadrierten Wurzeldifferenzen. Diese Zahl heißt die Diskri- 
minante der Zahl ß. Sie ist eine rationale Zahl, da sie eine sym- 
metrische Funktion von ßiy ß%j - • - ßx ist Bekanntlich läßt sie sich 
als Determinantenquadrat, nämlich in der Form: 

\ ß,ß\...ß\-^ 

(7a) d(ß)= 1 A /^ ••• /*«"' 

darstellen. Bildet man endlich die k konjugierten Differenten d(/3i)y 
d(/J,), ... ö{ßx)y so folgt aus (6) leicht, daß d{ß) bis auf das Vorzeichen 
mit dem Produkte derselben übereinstimmt, es ist nämlich offenbar: 

(7b) rfW=-(-l) ' n{d(ß)). 

Ebenso ist nach (7) und nach Formel (8 a) a. S. 61: 

(7c) d(^) = (-l) * D(<7(y))-.(-l) * R(p(i,),ff'(y)), 

d. h. die Diskriminante von ß unterscheidet sich von der Diskriminante 
der Gleichung für ß höchstens durch das Vorzeichen. Die Diskrimi- 
nante d{ß) ist dann und nur dann Null, wenn unter den konjugierten 
Zahlen ßi, ßu -• - ßx mindestens zwei einander gleich sind. 

Die Diskriminante d{ß) ist also dann und nur dann von Null 
verschieden, wenn die Gleichung A*^ Grades für ß irreduktibel ist 
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Jede Zahl y des Körpers K(a) kann auf eine einzige Weise in 
der Form 
(8) y = Wo + Wi« + h w^-i«^"^ 

dargestellt werden, wo Mq, u^, . . . m^-i rationale Zahlen sind. 

Soll nämlich diese Gleichung bestehen, so muß sie nach dem 
a. S. 98 oben bewiesenen Satze richtig bleiben, wenn man y und a durch 
ihre X konjugierten Werte ersetzt. So ergeben sich zur Bestimmung der 
unbekannten Koeffizienten Uq, Ui, . . , u^-i die A linearen Gleichungen: 

(8a) n = Wo + Wi^sj + • • • + wa-iaJ-S 

n = Wo + Wia;i H h Wi«ia^"\ 

Aus ihnen bestimmen sich die Unbekannten u^ eindeutig, sobald die 
Determinante der Koeffizienten: 



(8b) 1 1, a, ««,••• a^- 



1 «1 aj • • • «J~^ 
1 Oj a| • • . aj-i 

i 2 l-l 



von Null verschieden ist. Dies ist aber der Fall, da ihr Quadrat nach 
(7 a) gleich d(a) = 77(«^ — «j^)* ist, und die A Wurzeln «^ voneinander 
verschieden sind. 

Also ergibt sich allgemein fQr u^ die Gleichung: 

rftn^ */ _ |i, a,, -«rSyM <"^\-«^"M /» = i,2,...i \ 

wo die Zählerdeterminante aus der Nennerdeterminante dadurch hervor- 
geht, daß in der r*^ Vertikalreihe die Elemente a^*" durch y^ ersetzt 
werden. Jeder Koeffizient ist also eine rationale Funktion von 
«,, «2, . . . «ji, welche, wie man leicht sieht, in diesen Größen symmetrisch 
ist, da sie bei jeder Vertauschung irgend zweier Wurzeln ungeändert 
bleibt. Permutiert man nämlich z. B. «i und cc^, so vertauschen sich 
sowohl im Zähler als im Nenner nur die beiden ersten Horizontalreihen 
der Determinanten, beide multiplizieren sich also mit (— 1), d. h. ihr 
Quotient bleibt ungeändert Also sind die durch die Gleichungen (8 a) 
bestimmten Koeffizienten t«^ wirklich rationale Zahlen. Daß aber die 
Darstellimg (8) eine eindeutige ist, folgt unmittelbar daraus, daß die 
Koeffizienten u^ durch die A Gleichungen (8 a) eindeutig bestimmt sind. 

Genau dieselbe Überlegung zeigt aber auch, daß jede Zahl y des 
Körpers K(a) nicht bloß in der Form (8) durch a, sondern auch in 
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derselben Weise durch eine beliebige andere Zahl ß des Körpers K{a) 
darstellbar ist, falls nur die X konjugierten Zahlen /Jj, ßtj - - - ßx von- 
einander verschieden sind, oder, was dasselbe ist, falls nur die Diskri- 
minante d{ß) der Zahl ß nicht Null ist. Soll es nämlich möglich sein, 
die Größen Vq, v^^, . , . Vj^^y^ als rationale Zahlen so zu bestimmen, daß 

(9) y = t;o+ t;,/3 4---- + t;,_,/3^-i 

ist, so muß auch diese Gleichung richtig bleiben, wenn man a, d. h. 
also ß und y durch ihre k konjugierten Werte ersetzt. Tut man 
dies, so erhält man auch hier durch den Übergang zu den konju- 
gierten Zahlen für Vq, Vy^, . . ,Vi_^ die A linearen Gleichungen: 

(9a) y^ _ t;^ + ,;^^^ + . . . + V^^yß,^"^ (A' = 1 , 2, • • • X), 

aus denen sich die Koeffizienten v^ dann und nur dann, und zwai* ein- 
deutig, bestimmen, wenn die Determinante 

(9b) \i,ß,...ß^-^\ = yd{ß)^o 

ist. Ist das der Fall, so zeigt die vorher bei (8 c) durchgeführte Be- 
trachtung, daß die aus den Gleichungen (9 a) berechneten Größen i\ 
wirklich rationale Zahlen sind. 

Eine Zahl /3, deren k konjugierte sämtlich voneinander verschieden 

sind, oder, was dasselbe ist, deren Bestimmungsgleichung irreduktibel 

ist, soll eine primitive Zahl des Körpers K{a) genannt werden. 

Bei dieser Bezeichnung kann man das erlangte Resultat so aussprechen: 

Jede Zahl des Körpers K{a) läßt sich auf eine einzige 

Weise in der Form: 

mit rationalen Zahlkoeffizienten darstellen. An die Stelle von a 
kann jede andere primitive Zahl ß des Körpers K{a) treten. 
Jede primitive oder nicht primitive Zahl ß des Körpers K{a) be- 
stimmt einen neuen Körper K{ß)y welcher aus allen rationalen Funk- 
tionen von ß mit rationalen Zahlkoeffizienten besteht. Ist die ir- 
reduktible Gleichung g(y) = für ß vom Grade I, so ist, wie oben 
bewiesen wurde, J entweder gleich A oder ein Teiler von A, je nachdem 
ß eine primitive oder eine nicht primitive Zahl von K(a) ist. Da /J, 
also auch jede rationale Funktion von /3, auch eine rationale Funktion 
von a ist, so gehört jedes Element von K(ß) auch dem Körper K(a) 
an. Der Körper K(ß) ist also ein sog. Teiler oder Teilkörper von 

ü:(«). 

Ist der Grad A von K(ß) nicht gleich A, also A ein eigentlicher 
Divisor von A, so enthält der Körper K{ß) sicher nicht alle Zahlen 
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Yon K{a), denn schon die Zahl et, deren Grad gleich X ist, kann ja 
nicht in K(ß) vorkommen; in diesem Falle heißt K{ß) ein eigent- 
licher Teiler von K{a), Ist dagegen Ä = A, so folgt aus dem obigen 
Satze, daß jede Zahl von K{a) auch rational durch ß darstellbar, daß 
also K{ß) = K{a) ist. Es besteht also der Satz: 

Ist ß eine Zahl des Körpers K{a)y so ist der durch ß 
konstituierte Körper K{ß) gleich K{a) oder gleich einem eigent- 
lichen Teiler von -K'(a), je nachdem ß eine primitive oder eine 
nicht primitive Zahl von K{a) ist. 
Durch genau dieselben Betrachtungen kommen wir nun zu einer 
ganz allgemeinen Darstellung aller Zahlen des Körpers K{a), Es seien 

(10) /J(^), /3^») . . . /JW 

irgendwelche A Zahlen des Körpers Kia) und es mögen allgemein: 

(lOa) ßW,ßf\...ßf) (i^i,i,...l) 

die zu ihnen konjugierten Zahlen des Körpers K{a^, d. h. die Zahlen 
sein, welche aus den A Zahlen (10) hervorgehen, wenn man in ihnen a 
durch a^ ersetzt Bildet man dann das Determinantenquadrat: 

(lOb) d{ßm, /jw, . . . /jw) = f*^"; ^^^' ; • •^'^\ , 

SO zeigt man genau wie vorher, daß d{ß^^\ . . , ß^^^) eine symmetrische 
Funktion von (oj, c^^ . . . ctji), also eine rationale Zahl ist. Diese Zahl soll 
die Diskriminante des Systems (ß^^\ . . . ß^^^) genannt werden. Die 
vorher betrachtete Diskriminante d{ß) einer Zahl ß ist ein spezieller 
Fall der hier eingeführten, denn es ist ja offenbar: 

(lOc) diß)~dii,ß,ß;...ß'-'). 

Es gibt sicher Systeme (ß^^\ , . . ß^^^), deren Diskriminante von 
Null verschieden ist, z. B. gilt dies ja für jedes System (1, /J, . . . /J*"^), 
wenn ß eine primitive Zahl des Körpers K{a) ist. Jedes solches System 
soll eine Basis für den Körper K{a) heißen. Diese Bezeichnung 
wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt, welcher genau ebenso 
bewiesen wird, wie dies vorher für die spezielle Basis (1, ß, , . . ß^"^) 
geschah : 

Jede Zahl y des Bereiches K(a) läßt sich auf eine einzige 
Weise homogen imd linear mit rationalen Koeffizienten durch 
die Elemente (ß^^\ . . . /3(^)) einer Basis darstellen. 
Bestimmt man nämlich die unbekannten Zahlen v^, v^y.-.v^ so, 
daß die X linearen Gleichungen: 
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(11) J'* = f,^<.« + t;,/3W + --- + t;,/3W (. = 1,2,... l) 

erfüllt sind, so haben dieselben eine eindeutig bestimmte Lösung, wenn 
die Determinante 



(IIa) I ßf\ ß?\ ...ßf^\^ VdißW, . . -. ^W) ^ 0, 

wenn also das System {ß^^\ . . . ß^^^) eine Basis ist; und in diesem 
Falle ergeben sich die Koeffizienten 



Wi 



(IIb) **= i^Vr^lc.TJyi (M-=i.2,-i) 

wieder als symmetrische Funktionen der a^, d. h. als rationale Zahlen, 
w. z. b. w. 

Es gibt imendlich viele Basen {ß^^\ . . . /S^) für einen Körper -K'(a); 
jedes System (1, /3, .../3^"^) ist eine solche, falls ß eine primitive 
Zahl des Körpers K{a) ist. 

Es sei nun (/3<^), ß^^\ . . . ß^^^) eine Basis für den Körper K{a) und 
iy^^\y^^\ ' • • y^^^) sei ein beliebiges System von X Zahlen desselben Körpers. 
Dann können die X Elemente y^^ homogen und linear durch die Basis 
(ß^^\ . . . ß^^^) mit rationalen Koeffizienten dargestellt werden, und diese 
Darstellungen gelten für alle konjugierten Zahlen 'y^^\ yf\,,. yW. So 
ergeben sich die A' linearen Gleichungen: 



(12) 



y(« = c^ßW + C„ßW + . . . + c,ßW (t = 1,2...A) 



Hieraus ergibt sich nach dem Multiplikationssatze für Deter- 
minanten die folgende wichtige Determinantenrelation: 



(12a) 



yd) yü) 



yr 



a) 



V(l) 0,(2) 



yy 



W i 



r'i'^rT. 



yW 



^a 



^12 
^82 



"^Xi 



<^%X 



"^Xl 



^io, /J(^.../J(^) j 



denn man erhalt ja die X Elemente y^^\ . . . yj^^ der i}^ Zeile von 1 y^p 1 , 
wenn man die l Elemente ß^^\ . . . /JW von j ß^p , der Reihe nach mit 
den entsprechenden Elementen der ersten, zweiten, . . . A^ Zeile der 
Determinante \c^j^\ multipliziert. 

Erhebt man die Gleichung (12a) zum Quadrat und führt wieder 
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die Diskriminanten der Systeme (y^*>) und (/JW) ein, so erhalt man 
die Fnndamentalgleieliung: 

(12b) d(yW,...yW)-ic,ti».d(^(»),...^W). 

Geht das System (y^^^ • . . y^^O *^s ^^^ Basissystem 
(ß^^\ . . . ß^^'^) durch eine Substitution mit den rationalen Koef- 
fizienten (Cf^) hervor^ so ist die Diskriminante desselben gleich 
derjenigen des Basissystemes multipliziert mit dem Quadrate 
der Substitutionsdeterminante. 
Aus diesem Satze ergibt sich nun eine Reihe wichtiger Folge- 
rungen: 

Ein System (y^^\ . . . y^^^) von A algebraischen Zahlen ist 
dann imd nur dann eine Basis für den Körper K(a), wenn es 
aus einer anderen Basis durch eine Substitution mit nicht ver- 
schwindender Determinante hervorgeht. 
Denn nur in diesem Falle ist ja d(y^^\ . . . y^^^) von Null verschieden. 
Zweitens erwähne ich noch den folgenden Satz, welcher aber im 
folgenden nicht weiter gebraucht werden wird: 

Ist das System (y^^\ y^^\ . . . y^^^) keine Basis, ist also 
d{y^^\ . . . yW) = 0, so sind die l Zahlen y^^\ y(«), . . . yW 
rational abhängig, d. h. man kann X nicht sämtlich ver- 
schwindende rationale Zahlen t?!, v^, . . . V;^ so bestimmen, daß 
die Gleichung besteht: 

(13) v^y('^ + t?iyW + • • • + Vj,y^^^ = 0. 

Es ist also in diesem Falle, wenn z. B. v^^O angenommen wird: 

(13a) yW (^y(i) + ... + !^y(^-»)), 

d. h. mindestens eine jener A Zahlen ist durch die übrigen homogen 
und linear darstellbar. 

Zum Beweise der Relation (13) drücke ich die Elemente y^^ durch 
eine Basis (ß^^\ . . . ß^^^) aus. Sind dann: 

k 

jene Gleichungen, so ist | c^* | = 0, weil (y<^\ . . . y<^>) keine Basis ist. 
Soll nun die Summe (13) 

i i k 

gleich Null sein, so müssen die Koeffizienten v^ so gewählt werden, dafi 
alle Koeffizienten von ß^^\ . . . /S^^) auf der rechten Seite Null sind. Die 
so sich ergebenden A homogenen linearen Gleichungen: 
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(14) 3,Ca = (fc-l,2,.a) 

für Vi, . . . t?;i besitzen aber stets mindestens eine Lösung außer der selbst- 
yerstandlichen Vj = Vj =»... = Vj^ = 0, weil die Determinante 1 0,;^ ' Null 
ist; und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

§ 5. Die ganzen algebraischen Zahlen und ihre Darstellung durch 
ein Fundamentalsystem. 

In jedem Körper K{a) bilden die ganzen algebraischen Zahlen einen 
Teilbereich, deren Indiyiduen sich, wie a. S. 98 unten nachgewiesen war, 
durch die Operationen der Addition, Subtraktion und Multiplikation 
wieder erzeugen. Da sich femer jede gebrochene Zahl von K{a) nach 
dem a. S. 100 Mitte bewiesenen Satze als Quotient zweier ganzen Zahlen 
desselben Körpers darstellen läßt, so genügt es, nur die ganzen algebrai- 
schen Zahlen von K{a) genauer zu untersuchen. 

Ist ß irgend eine ganze algebraische Zahl des Bereiches K{a), so 
ist n(/3) ^ ßißi ' ' ' ßx. ^^^ ganze rationale Zahl, und allgemeiner ist 
jede ganze ganzzahlige symmetrische Funktion von ßu ß^y - * - ßx eben- 
falls eine ganze rationale Zahl. Daraus folgt sofort, daß die Diskri- 
minante d{ß) von ß rational und ganz ist, und das gleiche gilt von 
der Diskriminante d(ß^^\ ß^^\ . . . ß^^^) von irgend welchen ganzen al- 
gebraischen Zahlen. Die Diskriminante d{ß) einer ganzen algebraischen 
Zahl ist eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl oder Null, je 
nachdem ß eine primitive Zahl von K{a) ist oder nicht. 

Man kann stets eine primitive ganze algebraische Zahl in dem 
Körper K{a) finden. Ist nämlich ß primitiv, aber nicht ganz, so 

kann man nach (9 b) a. S. 100 ß in der Form y schreiben, wo y alge- 
braisch ganz ist und h eine ganze rationale Zahl bedeutet; dann ist 
y ^hß eine ganze primitive Zahl, weil die k konjugierten Zahlen 
yi'^bß^ offenbar alle verschieden sind. 

Ehe wir nun die ganzen Zahlen von K{a) genauer untersuchen, 
wollen wir eine Darstellung aller dieser Zahlen durch eine geeignet 
gewählte Basis von ganzen algebraischen Zahlen angeben, welche die 
Grundlage fOr alle folgenden Untersuchungen bildet. 

Es ist sehr leicht, zuerst eine Basis anzugeben, durch welche zwar 
nicht alle, wohl aber unendlich viele ganze Zahlen von K{a) homogen 
und linear mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt werden können. 
Ist nämlich ß irgend eine primitive ganze Zahl von K{a), so sind die 
A Zahlen 

1,/S, /?«,... /J^-» 
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sämtlich algebraisch ganz^ und hieraus folgt, daß jede Zahl 

(1) Y-^o + ^ß + ^ß' + -' + ^x^iß'^' 

Sicher algebraisch ganz ist, sobald die A Koeffizienten Uq, Ui,...u^_i 
ganze rationale Zahlen sind. Da nun jede Zahl des Körpers K(a) in 
der Form (1) mit ganzen oder mit gebrochenen rationalen Koeffizienten 
darstellbar ist, so ist nur noch zu untersuchen, ob es auch ganze 
algebraische Zahlen y gibt, welche bei ihrer Darstellung in der Form (1) 
gebrochene rationale Koeffizienten besitzen. Dies ist nun im all- 
gemeinen stets der Fall, aber man zeigt leicht, daß bei einer solchen 
ganzen Zahl der Generalnenner der Koeffizienten u^ ein Teiler der 
Diskriminante d =» d{ß) der algebraischen Zahl ß sein muß. 

Nach dem a. S. 106 bei (8 c) bewiesenen Satze ergeben sich nämlich 
bei der Darstellung (1) einer beliebigen algebraischen Zahl für die 
Koeffizienten u^ die Werte: 

\ i.ß^.ß'r'rr'ßi-'\ \^^ß r'rr''ß'r'\\^^ßr'ß'i-'ß'r'\ 
""'^{hß^.ß'r'ß'r-ßi-'l l^ßr-ß^r-ßi-']' 

wo die Zähler Vj^ als symmetrische Funktionen der {ßi,--- ßx, yi,«- Yx) 
rationale Zahlen, und d » d{ß) die Diskriminante von ß ist Ist nun 
speziell die darzustellende Zahl y ebenso wie ß algebraisch ganz, so 
ist der Zähler v^ als eine ganze ganzzahlige symmetrische Funktion 
der ß^ und yf eine ganze rationale Zahl, und man erhält somit wirklich 
das Resultat: 

Eine Zahl y des Körpers K(a) kann nur dann algebraisch 

ganz sein, wenn sie durch die Basis (1,/J, . . . /J^~^) in der 

Form: 

(1j^) ^ Vo + f>iß + f>tß'+'' + Vx^iß^~' ^ 

darstellbar ist, wo die Koeffizienten v^ ganze rationale Zahlen. 

sind und d = d(ß) die Diskriminante von ß ist 
In dieser Form sind natürlich auch die ganzen Zahlen (1) enthalten; 
für sie ist eben jeder Koeffizient v^ = dw^ durch d teilbar. 

Nicht alle in der Form (la) dargestellten Zahlen sind algebraisch 
ganz, aber für jede einzelne unter ihnen kann man durch die Bildung 
der zugehörigen Gleichung entscheiden, ob sie algebraisch ganz ist oder 
nicht. Diese letzte Untersuchung braucht man nun höchstens für die d^ 
algebraischen Zahlen y durchzuführen, für welche bei ihrer Darstellung 
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in der Form (la) alle Koeffizienten t;^ nicht negativ und kleiner als d 
sind. Ist dies nämlich bei einer Zahl y nicht für alle Koeffizienten 
der Fall, und schreibt man jeden der A Koeffizienten v^ in der Form: 

t;, = du, + v/ö), 

wo v/®) der kleinste nicht n^ative Rest von v, bei der Division durch d 
ist, so stellt sich ja y als die Summe von zwei algebraischen Zahlen 

dar, von denen die erste y nach (1) sicher algebraisch ganz ist; da sich 
somit die beiden Zahlen y und y^ um die ganze algebraische Zahl ~y 
unterscheiden, so ist die eine dann und nur dann algebraisch ganz, 
wenn es die andere ist. 

Um also alle ganzen algebraischen Zahlen des Körpers zu kennen, 
braucht man nur von einer endlichen Anzahl, nämlich von den d^ Zahlen 

(Ib) d (t;, = o,i,...d-i) 

festzustellen, ob sie algebraisch ganz sind oder nicht; dies kann fQr 
jede durch die Bildung der zugehörigen Gleichung geschehen. Ich denke 
mir diese Untersuchung durchgeführt und alle ganzen algebraischen 
Zahlen der Form (Ib) hingeschrieben. 

Mit Hilfe dieses Resultates kann man nun stets eine solche Basis 
von l ganzen algebraischen Zahlen 

finden, daß alle und nur die ganzen algebraischen Zahlen ß des Körpers 
K(cc) in der Form: 

ß - Wo/3^'^ + ^iß^'^ + '"+ ux-iß^'-'^ 
mit ganzzahligen Koeffizienten u, dargestellt sind. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich alle diejenigen ganzen algebraischen 
Zahlen des Körpers K(a), welche bei der Darstellung (la) durch ß ganze 
Funktionen von einem bestimmten sf^ Grade sind, wo s eine der Zahlen 
0,1,2,...A— 1 ist, d. h. alle ganzen algebraischen Zahlen y^*^ von der Form 

(1 c) /') ^ ?o4i^il±iii4-^.£ , 

Unter diesen suche ich diejenige oder eine von denen aus, in 
welcher der Koeffizient v^ der höchsten Potenz von ß positiv und 
möglichst klein ist. Diese Zahl sei: 

Hantel, Theorie der »Igebraitohen Zahlen. L ^ 
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(1 d) /JW - ^o^+^'V+'-- + ^ ^*^y . 

sie kann stets gefunden werden, da ja nur diejenigen Zahlen (1 b) mit 
modulo d reduzierten Koeffizienten in Frage kommen, welche in ß 
vom s^^ Grade sind. Sollte unter ihnen keine einzige algebraisch 
ganze vorhanden sein, so würde die Zahl: 

ftir /3(') zu wählen sein. Dieser kleinste Koeffizient v[*^ ist also immer 
eine der Zahlen 1, 2, ... d 

Ist nun /3^') die so bestimmte ganze Zahl des «^ Grades, und 

d 
irgend eine andere ganze Zahl s^ Grades, so muß der Koeffizient to^ 
ein Multiplum des kleinsten Koeffizienten vi*^ sein. Ist nämlich X irgend 
eine ganze rationale Zahl, so ist die Differenz 

wieder eine ganze algebraisöhe Zahl; sie ist dmui und nur dann nioht 
vom s*^ Grade, wenn A so beatimxnt ist, daß ^, -^ A«i'^«?= ist, 
und dies ist nur dann mogUch, wenn tc;,tein Vielfaches von M'^ ist. Wgie 
aber w, nicht durch vi*^ teilbar, so J^onnte pian l so bestimmen, daß 
tv, — li^^ positiv und kleiner als -t?i') würde, und dawi wäre yW^^jj(') 
eine ganze algebraische Zahl s**^ Chrades, für welobe dfer Koeffizient 
von jS* kleiner TOre als vi'\ g^en die über.t;!') gemachte Voraussetzung; 
daraus folgt die Richtigkeit der über t^'^ aufgestellten Behauptung. 
£s seien nun: 

d ' 



/J(0) 

r d '^ 

ff., — ^_, ^ 



^(. 



li-i), 



^2-i)+^i-.)^+...+^_Yy- 



ein vollständiges System von ganzen algebraischen Zahlen nuUten, 
ersten, . . . (Jl-— 1)^ Choides, in d^ren jeder der .Koeffineiit der höchsten 
Potenz veoL ß positiv und meglidist «klein ist iltann hildendie Zahlen 
(Jßf<^\ ß^\ . . . /3<^-^)) eine solche Ba«is fSr den ^Körper £^), d^ ,ßX^ 
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und nur die ganzen algebraischen Zahlen desselben auf eine einzige 

Weise in der Form: 

(3) „^p + „^^i) + ... + „^_^^C^-») 

mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt sind. 
In der Tat, sei 

y _ 

irgend eine ganze algebraische Zahl von K(a)f so muß v^^i naoh 
dem soeben geführten Beweise ein Multiplum von v]^^^ sein. Ist nun 
r^_j = M^jV^^Jj^^ so ist die Differenz: 

y - ^x-iß^^ ^^ 5 r 

eine ganze algebraische Zahl vom (A — 2)^ oder einem niedrigeren 
Grade in ß, weil der Koeffizient von ß^"^ gleich Null wird. Nach 
demselben Satze ist also jetzt: t;^_j=» t*^_jt?^^_7j*^ ein ganzzahliges Mul- 
tiplum von v^^r/N ^s wird also y — (w^-i/'^^"^^ + ^^ji-s/'^^"*^ wieder 
eine ganze algebraische Zahl sein, welche jetzt höchstens vom (X — 3)^ 
Ghrade in ß ist, usw. Durch Fortseteung desselben Verfahrens ergibt 
sich zuletzt, daß die Differenz: 

y - K-i/5^'-'^ + • • • + ^xß^'^ + ^oß^'^) - 

ist, wo die u^ lauter ganze Zahlen sind; und damit ist bewiesen, daß 
jede ganze Zahl y in der Form (3) mit ganzzahligen Koeffizienten dar- 
stellbar ist. 

Die A ganzen Zahlen (ß^\ ß^'^\ . . . ß^^'^)) in (2) bilden auch eine 
Basis für <^en ^örper Jr(^), denn sie ergeben sich aus der Basis 
(1, /J, /J*, . . . ß^"^) durqh die Substitution (2) ^it der Determinante: 



(4) 



d > 


0, 0, . • 


■ 


1^' 


f. . . 
d ' ".' 


. 


; d ' 


d ' 


d 



^0)«(l) 



f • • • 4-i'' 



welche sicher von Null verschieden ,ist Efafnit ist unsere Behauptuujg 
in allen ihren Teilen erwiesen. 
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Eine Basis von A ganzen algebraischen Zahlen (y^^\ y<^j • • • y^^>) 
durch welche alle ganzen Zahlen von K(a) auf eine einzige 
Weise in der Form 

mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten u- darstellbar sind, 

soll ein Fnndamentalsystem für diesen Körper heißen. 
Wir haben bewiesen, dafi für jeden Körper K{a) ein Fnndamental- 
system existiert, nämlich das System {ß^\ ß^^\ - - • /J<^-i)) in (2). Man 
kann jetzt leicht zeigen, daß aus einem solchen Systeme unendlich 
viele Fundamentalsysteme hergeleitet werden können. Es besteht 
nämlich der folgende Satz: 

Ist {y^^\ y^^, . . . y^^)) ein Fnndamentalsystem, so geht jedes 

andere Fnndamentalsystem (d^^\ d^^, . . . *<^)) aus diesem durch 

eine ganzzahlige Substitution 

(5) d^'-)^^c,,/') (i==i,2,...i) 

k 

hervor, deren Determinante \c^^\ = i 1 ist. 
Ist nämlich (y(^), y^^, . . . y^^)) ein Fnndamentalsystem für K{a) und 
{d^^\ d(% . . . d<^)) irgend ein ganzzahliges System, so sind alle Elemente 
*<*) durch das System (y^^\ . . . y<^>) ganzzahlig darstellbar; es bestehen 
also die l ganzzahligen linearen Gleichungen: 



*^'^='2'''*^*^- (»=1,2,... X) 

Ist die Substitutionsdeterminante |C{;^| »0, so ist auch 
(5a) d(d(^ . . . d(^)) = \c,,\^d(/'\ , . . y(^)) == 0, 

also ist dann das zweite System keine Basis für K(cc). Ist aber 
jc^itl^O, so ergibt die Auflösui^ der obigen Gleichungen: 

X 

(5b) ^(O«^^**^^ (» = 1,2,...X) 

wo die Zahlen c^^ die Elemente des zu (c^J reziproken Systems sind; 
sie sind bekanntlich gleich den bezüglichen Unterdeterminanten (A— 1)^ 
Ordnung der c^^, dividiert durch die Determinante |c^J. Ist nun 

so sind auch alle Elemente r^ ganze Zahlen; also sind die X Zahlen y^^ 
ganzzahlig durch {3^^\ . . . ^<^)) darstellbar, und somit ist auch jede ganze 
algebraische Zahl (u^y^^^ + h u^^y^^O ^** ganzzahligen Koeffizienten 
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eine ganzzahlige lineare Funktion der (d^*)). Ist dagegen der gemein- 
same Nenner [c^^^j von allen c'.j^ seinem absoluten Werte nach größer 
als Eins, so können nicht alle Elemente c'^ in (5b) ganze Zahlen sein, 
denn sonst müßte ja ihre Determinante \c\^\ auch ganz sein und da 
bekanntlich 'c' 1 = i — : ist, so ist dies dann und nur dann der PalL 

wenn ;c^jfc| « ± 1 ist. Nur in diesem Falle sind also die Elemente y^^> 
und somit auch alle ganzen Zahlen von K{a) ganzzahlig durch das System 
{ö^^\ , . . d^^)) darstellbar, und unsere Behauptung ist daher bewiesen. 
Ist {d^^\ d^^\ . . . d^^y) irgend ein ganzzahliges System von K(a) und 
(y(^\ y(% . . . y(^)) ein Fundamentalsystem, so ist nach (12a) a. S. 109: 

(6) d{d^'\ (JW, . . . (JW) = \c,,\'d{/'\ y(»), . . . y(^)), 

wenn wieder \c^^\ die Substitutionsdeterminante der Gleichungen (5) 

bedeutet Da diese Determinante stets eine ganze Zahl und dann und 

nur dann gleich ± 1 ist, wenn auch (d^^\ . . . d^^^) ein Pundamentalsystem 

ist, so ist stets \d(d^*^)\'^\d(y^^)\, und es ergibt sich somit der Satz: 

Ein System ganzer algebraischer Zainen (y^^\ . . . y^^^) ist 

dann und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn seine Diskri- 

minante absolut genommen den kleinstmöglichen Wert hat. 

Die Diskriminante eines Fundamentalsystems soll die Körper- 

diskriminante genannt werden. 

Aus der Gleichung (6) folgt endlich ohne weiteres: 

Die Eörperdiskriminante ist der größte gemeinsame Teiler 
der Diskriminanten d(d^^\ . . . ö^^^) aller ganzzahligen Systeme 
des Körpers K(a). Speziell ist sie also auch ein gemeinsamer 
Teiler der Diskriminanten d(ß) = d(l, ß,-" ß^"^) aller ganzen 
Zahlen des Körpers. 
Da die Diskriminanten d(ß) nach (7 c) a.S. 105 mit den Gleichimgs- 
diskriminanten für die ganzen Zahlen ß bis auf das Vorzeichen überein- 
stimmen, so ist die Körperdiskriminante auch ein gemeinsamer Teiler 
der Diskriminanten aller Gleichungen, welchen die ganzen algebraischen 
Zahlen von K(cc) genügen. Es wird sich aber zeigen, daß sie nicht der 
größte gemeinsame Teiler derselben ist, sondern daß alle Gleichungs- 
diskriminanten außer der Körperdiskriminante, dem s. g. wesentlichen 
Teiler, im allgemeinen noch einen anderen, den s. g. auBerwesent- 
lichen gemeinsamen Teiler besitzen, dessen vollständige Bestimmung 
früher sehr erhebliche Schwierigkeiten bereitete. Mit den hier einge- 
führten Methoden wird die vollständige Bestimmung auch dieser außer- 
wesentlichen Teiler im folgenden höchst einfach ausgeführt werden. 
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Heebutes Kapitel 

Vtiiernnehnng der algebraisehen Zahlen fSr den Bereich 

einer beliebigen PrlmzahL 

Die /^'ftdi^ehen algebraischen Zahlen. 



{$ t. tH« fliodttltf ;; gMtM ilgiibniHihm ZaUen; ihre Darstellimg durch 
«in f niidaineiitalBystein. 

toll will jiii/it die Zdlilmi eines algebraischen Körpers K(a) genau 
ehenfio fnr den Bereinh einer beliebigen Primzahl p untersuchen, wie 
(lies Im Btni^n Kapliel für die Zahlen des Korpers K(i) d. h. für die 
mtiatmlen /iableti dttrohgeftthrt wurde. 

ffittt^ mtioiiale Xahl ^ » ^ des Körpers K(\) wurde »^modulo |> 

g»inA" genunnt, wenn Ihr Kenner n durch p nicht teilbar ist, felis 
J^tt^t* Hl'tieh in Mt^inet* redUftierten Form geschrieben angenommen wird. 
Wll- wolhn di^N^n Begriff ftlr die algebraischen Zahlen folgender- 
nmB^n t^mtlg%m^in<^fn: 

Kin« algi^bmisnh« Zahl ß heißt ^^modulop ganz^ wenn 
f^\^ mind^ti^nit feiner Gleichung: 

mit tnodnlo p ganftdn rational«a KofiStienien genügt^ sie heißt 
^aWIüI ^!Mi^^ (vgl. 8. ^ vl))> w^nn jwe Koeftiiienten J^ über- 
h(iut>l k^Mli N«nii^ habim. Sp«ti«U sind also die modnlo p 
gähnen t-alionaUti KahiM auch ftr diese Primnhl alge- 

l«t ^M al^^il^MC^ XaKl alMPC^at gant, ^ isl si« udl beiug uf 
j«^« t^witalil p ^^ (taMM a%i»bTai«tli« Xakl, aber <bia Umgi^Dehrte ist 
y^#m^ i^ik^l ^ (NU1> 4eiaii 4k QI«iohang (,l\ m^eldMr «im i&odnlo j^ 
^f(^if!^ ^\ ^^^> ^s^MM ^v ^*(^ giebi»K^<tt^ KoeÜ^eBtesD habeaa. 
»HIV 4t^t^ 4i^ ^«iWK>r vikiit 4iitv<Ai p tolKar ^»«i». D«r Betreicäi aller 
¥MvJNi^ p pi^t^ aSlgieWi^M>)Mi 74it^ «ntibilt al^ d«n ^ abeohit 
^YiMa ÜhWn Wte YV^lWm<*)i. «»d f&r ^FeMin gr5S«Mm Beird<äi g^tmsi 
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alle diejenigen Sätze und Beweise, welche wir im § 3 des fünften 

Kapitels für die absolut ganzen dgebraischen Zahlen gefunden hatten. 

Es mögen diese daher hier nur noch einmal kurz angegeben werden. 

I) Eine modulo p ganze algebraische Zahl, welche zugleich 

rational ist, muß eine modulo p ganze rationale Zahl sein. 

Genügt nämlich der rationale reduzierte Bruch /3 = -^ der 

Oleichimg (1) mit modulo p ganzen Koeffizienten, so folgt wieder 
durch Substitution yon ß die Gleichung: 

(2) M^ + B^M^''N+ . . . + B^N^ - 0, 

und aus ihr ergibt sich, daß der Nenner iT die Primzahl p nicht ent- 
halten kann, da sonst M^ also auch M selbst durch p teilbar sein 
müßte, während doch M und N teilerfremd sind. 

n) Sind a und ß zwei modulo p ganze algebraische Zahlen, 
so sind auch die Zahlen a + ßy a — ß und aß modulo p alge- 
braisch ganz. 
Der Beweis wird wörtlich ebenso wie a. S. 99 geführt. Ebenso 
wie a. S. 100 ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus 11) der 
weitere Satz: 

in) Eine Zahl ß ist dann und nur dann modulo p alge- 
braisch ganz^ wenn die (irreduktible) Gleichung niedrigsten 
Grades, der ß genügt, modulo p ganzzahlige Koeffizienten hat. 
lY) Jede modulo p gebrochene Zahl ß läßt sich in 
der Form 

(3) ?-; 

darstellen, wo der Zähler y modulo p ganz ist und 2>^ eine 

Potenz Yon p mit positivem ganzzahligen Exponenten bedeutet. 

Ist nämlich ß eine modulo p gebrochene algebraische Zahl, und 

(4) ^ + B^^-i + ... + 5^_0 

eine der Gleichungen, welcher ß genügt, so sind sicher nicht alle 
Koeffizienten B^ modulo p ganz. Schreibt man dann diese Koeffizienten 
JBi in der Form: 
(6) 5,-^, 

WO jetzt alle b^ modulo p ganz sind, so zeigt man genau wie a. S. 100, 
daß die algebraische Zahl y mmp^ß modulo p ganz, daß also wiridich ß 
in der Form (3) darstellbar ist. 

Endlich werde noch der folgende Satz erwähnt, welcher genau 
wie der entsprechende a. S. 101 oben bewiesen wird: 






-^ 



I«f f^kT (^^«i#>rft > "* ;^ ;;w«>ii>r >Libiai modnio f% ^licphraotpii jhbu so 
ff^Ä fi*» >!i»hl flf für 'i^^Ti: ft^r^^ijfa ^oa ^ durnk J: rmibüi: 

>i9M 'itH'h^ 'liir moHoloj^ «Jansen Zidilfln. «iwrihwi imssk em ^wac 

0Mi 9m n HtMUm vnn JT <t) Hilden einen Talbamck cdes» Süärgurs:, i mwui . 
^I#ff riWiM^ ^#»b tiw^Ji^ CL /iumh A^faütaam äaimafaaoiL imii KiUqiiikaduit 
\irieH^H»f^iWH|lwi. ^mi ;»i0n 7*^\ ;?*• . 7'^^> i madalb^ ^jimzi» aifC9- 
rmn<i»»h^ 7jiMm\y v«^i*h^ eine Bm» tHr 'ien Eürger fiic) hüitesi^ ao 
i«rt; jiM«^ ^ü«ill y Am K^irper» aivf eine^ «^nsigft Wej9» öl tier Form. 

^ if# / HkviivlA / }i4g»HnMrit ipmsi; «» koimt» aber ? diii:& iSr jt at 
^Hr()RK«'H (fjssm'/ .^4, tr<mn rüi» ZaUai »^ maiiDJbjf gsbcaiT&fii sniL 
.UA^)^ kitnn ff»«m 4i4^ Ibiaie (y^'^-^ . . . y'^'*) sauäL hier aiaeta » wi&Iau 

^ «« $!^M^ iM<tof6j^gaaii^M feiert <£e F«« <iar a ä I»)»t Ilbi &r 

/fM ^#n m ^i < t iw i H <^iiF 5^<i(nMT ^(/^V T^V - - - 7"^^) U)en kdimau <L k daft 
<tv^ mAffif kv ;^ (|(»M!:^ «Ig^^AwMidMA ZaUm m 4er Form dusteübar »ui 

#/r 4)A f^^ fMiuUfp psmM ralMmafe ZaUea bedeuten and d == if(/^) ist 
/#ft nWr n\fmMi1\ ä Äufth p mehi teilbar^ d b. eine Einbeit modalojB^ 

m t)ff/l im^ Am TmhUm ^^ moäuhp fpaa, trad es ergibt sieh so der 

VI; Jt^Am HynUm (y^^\ y^^, . . , y^^^ ron modulo p ganzen 

Hitis^irfHimihim YsiiUmf deM^n Diskriminante d(y^^^f..,y^^^) durch p 

fficfbi toitW intf ist ein Fundamentalsystem für die modulop 

IttiiifMi nifffihräkehm Zahlen. 

iMt ft|iM(iell fl (Am modulo p ganze algebraische 2iahly deren Diskri- 

m\hMlip iUß)^ä(ifß,. . . fl^^^) durch p nicht teilbar ist, so bilden 

«iMi A %Ablmi (iffl,»».fl^~^) mn solches Fundamentalsystem modulop, 

(m biHi(0ht dcrf BaiKi 
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VII) Ist ß eine modulo p ganze Zahl von K(a)f deren 
Diskriminante p nicht enthält, so sind alle modulo j) ganzen 
algebraischen Zahlen und nur sie in der Form: 

mit modulo jp ganzen rationalen Koeffizienten auf eine einzige 
Art darstellbar. 
Wir werden aber sehr bald zeigen, daß für gewisse Primzahlen p 
eben eine solche ganze Zahl ß in dem Bereiche K(a) nicht existiert^ 
daß sogar allgemeiner jede Diskriminante d(y^^\ . . . y^^^) von irgend- 
welchen modulo p ganzen Zahlen durch p teilbar ist. Auch in diesem 
Falle kann man durch die Anwendung der a. S. 113 auseinandergesetzten 
Methode stets ein Fundamentalsystem modulo jp erhalten. Man kann 
aber hierzu auch jedes absolute Fundamentalsystem gebrauchen. Es 
gilt nämlich der Satz: 

YUI) Jedes absolute Fundamentalsystem ist auch ein Funda- 
mentalsystem für eine beliebige Primzahl p. 
Ist nämlich (y^^\ y(*> . . . y^^^) ein absolutes Fundamentalsystem, so 
sind ja seine Elemente auch modulo^ ganze Zahlen, und daher ist zu- 
nächst auch jede Zahl 

y = u^y^^^ + t^y^^> + • • • + ^xy^^^ 

modulo jp ganz, wenn die Koeffizienten u^ modulo p ganze rationale 
Zahlen sind. 

Dagegen zeigt man leicht, daß eine Zahl 



d^ 



v,y^'^ + v^/'^ + ^^> + v,/^^ 



P 
mit modulo p ganzen Koeffizienten v^, welche auch nur die erste Potenz 
von p im Nenner hat, nur dann ganz sein kann, wenn alle Koeffizienten t;^ 
durch p teilbar sind, wenn sich also p einfach forthebt. Ist nämlich v^ 
irgend eine der X rationalen, aber modulo p ganzen Zahlen, so kann 
man sie in der Form schreiben: 

'V^^vf)+pV^, (t==l,2,...X) 

WO vj^^ der kleinste ganzzahlige positive Rest von t;^ modulo p, also eine der 
p ganzen Zahlen 0, 1, . . .|> — 1, und v,. = v^ — vf^ ein modulo p ganzer 
rationaler Bruch ist. Setzt man diese Werte für die v^ ein, so ergibt 
sich für die Zahl d die Zerlegung: 

- dW + d, 
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und hier ist #« wie soeben gezeigt wurde, modnlop ganz: da sich ao- 
mit £e beiden Zahlen i imd d ^' um die modnlo p ganne Zahl d unter- 
aeheiden, ao aind aie entweder beide ganz oder beide grivoehen mo- 
dulo/». Aber die reduzierte Zahl 

r'^r^ l-r'^r'"^' 



i 



P 

mit den absolut ganzen Koeffizient»! r^ kann nur dann modulo j» ganz 
sein, wenn aHe ihre Koeffizienten g^eh Xnll sind. Ist dies nimlich nicht 
der Fall, so ist d^> nidit absolut ganz, w^ (y'^^, . . . 7*^') ein absolvtes 
FundamentalsTstem ist; also müssen die Koeffizienten der Gleichung für 
f mindestens einen Nenner hsbea. und dieser kam wegen der Form 
Ton 6^^ kein andero- als p sein. Also ist i^' nur dann moduloji 
ganz, wenn i^^ == 0« wenn also i ^ i ist: und damit ist usnr Be- 
weis geführt 

Es ist somit bewiesen, daB man in jedem Korper K\c\ für eine 

bdiebige Primzahl p ein FwndamoitBlsjstem {j^^\jr^\ 7'^^ findoi 

kann. Ist (d'"^'j d^-, . . . d^^^) wieder iigend ein anderes Qji i mm moduloj» 
ganzer Zahlen, so hingt dieses mit dem FnndamentalsTstenie (>^\ . . . 7*^^^ 
durch eine rdionale Substitution: 

(8) i^^^^c^j^ .. = 1,5, i 

k 

zusammen, deren Koeffizienioi jetzt nidit mehr absolut ganae Zahlen 
zu sein brandben, wohl aber moduloji ganze rationale Zahlen sein 
mfissen, wefl ijF^^\ . . . y^^) ein FundanentalsTstem modnlo j» ist 

Die Determinante e^^i ist also audi eine moduloj» ganze rdianale 
Zahl, und ans der Auflösung der 2 Gleichungen (8") 

k 

wo die c\^ wieder die Elemente des reziproken Systems zu (c,^) sind, 

eigibt sieh genau wie a. S. 116 der Satz: 

JX) Ist (y^>, 7^, . . . 7^^>) irgend ein FundamentakrstKn 
modulo py so geht jedes andere Fundamentalsysiem ftr die- 
sdbe Primzahl aus diesrai durch eine lineare Substitution mit 
modnlo |i ganaen Koeffiaicntai 

k 

herror, deren Determinante [c^^] eine Einheit modulo p ist 

Ans dn- Gleichung (6) a. S. 117 ergibt sidi genau wie a. a. 0. der Satz: 

Xi Ein System modulop ganzer algebruscher Zahlen ist 

dann und nur dann ein FundamentalsTston modulo ji, wenn 

seine Diskriminante dureh eine möglichst niedrige Potenz dieser 
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Primzalil teilbar ist; sie ist also der größte gemeinsaane Teilet 
modulo j) der Diskriminanten von allen modulojp ganzzahK^en 
Systemen {d^\d^\ . . . d^^^). 

§ 2. Die Barstellimg der Zahlen des Körpers K{ä) for den Bereich 
von p. Die Zahlen des Bereiches K{Pfä). 
Es sei jetzt 

(1) yWy<»),...y(^) 

irgend ein Fundamentalsydtem von K{a) für den Bereich von p. Dann 
gilt der folgende einfache Satz über die Bedingungen für die Teilbar- 
keit einer Zahl durch eine Potenz von p mit ganzzahligem Exponenten: 
Eine Zahl 

(2) r = w,y(^) + M,yW + ...+w,y(^) 

ist dann und nur dann durch eine ganzzahlige Potenz p^ von p 
algebraisch teilbar, wenn alle ihre Koeffizienten u^ durch p'^ 
teilbar sind. 

Soll nämlich y ^p^ sein, wo y = w^yC^) -j + ^x'/'^^ modulo|> 

ganz ist, also ganze Koeffizienten ü^ hat, so folgt aus der Gleichung: 

u^yd) + . . . + u,yW =y(t*iy(^> + • • • + u^y^% 
daß allgemein u^ ^pfiü^ sein muß, w. z. b. w. Dieser Beweis gilt auch 
für Potenzen p^ von p mit negativen Exponenten. 

Zwei Zahlen y und / heißen modulo|)^ kongruent, wenn ihre 
Differenz y — y' durch ^ algebraisch teilbar ist. 
Ist 

(3) y = w,y(^) + . . . + u,y^^\ / = ti,>(^) + • • • + w/yW, 

so ist also y — y nur dann durch p^ teilbar, wenn das gleiche für alle 
Differenzen u^ — u/ gilt, wenn also die A Kongruenzen 

(3 a) w^==m/ (mod^) 

erfüllt sind. 

Eine ganze Zahl: 

5«e^y(i) + e,yW + ... + 6^y(^ 

deren X Koeffizienten modulo p reduzierte ganze Zahlen, also Zahlen der 
Reihe 0, 1, .. .p — 1 sind, soll eine modulo p reduzierte ganze 
Zahl des Bereiches K{a) heißen. Zwei solche reduzierte Zahlen h und 

fi'»6/y<^> + e,>(») + ... + ^;y(^) 

sind nur dann modulo ;> kongruent, wenn sie gleich sind, weil jede 

Kongruenz «, = 6/ (modj?) nur erfttUt ist, wenn «^ « e/ ist. Da jede 

der Z ahlen e^ unabhängig von den anderen die Werte 0, 1, . . .|> — 1 
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annehmen kann^ so gibt es genau j>^ verschiedene modulo^ reduzierte 
ganze Zahlen. 

Jede modulojp ganze algebraische Zahl ist einer und nur 
einer reduzierten Zahl moduloj) kongruent. 
Ist nämlich y — w^ y^^^ H h U;^y^^\ wo die u^ modulo p ganze ratio- 
nale Zahlen sind, so besteht ja für jeden Koeffizienten u^ eine Gleichung: 

wo €f9^ eine der Zahlen 0, 1, .../>— 1, und u{ modulo |) ganz ist. Also 
ergibt sich durch Multiplikation dieser Gleichimgen mit y('> und Addition 
aller X Gleichungen: 

Ujy(i) + . . . + U;iyW = e[^Y') + '" + e^y^^) +pKy^^^ + • • • + u^p) 

oder 

(4) y=,(0)+^/, 
WO 

£(0) « yei^^y^*^ 

i 

eine eindeutig bestimmte reduzierte und / eine modulo p ganze Zahl ist. 

Mit Hilfe dieses Resultates leite ich nun eine Darstellimg der 
modulo p ganzen algebraischen Zahlen her, welche eine direkte Ver- 
allgemeinerung der in (2) a. S. 5 gegebenen Darstellimg aller ganzen 
rationalen Zahlen im p-adischen Zahlensysteme ist. 

Stellt man nämlich jetzt y in (4) in derselben Weise dar, wie 
vorher y und fahrt so fort, so erhält man eine R^ihe von Gleichungen: 

(4a) ^ ^ -^Py ^ 

Multipliziert man nun die Gleichungen (4) und (4 a) der Reihe nach mit 
1 , jP, p' . . . p% addiert sie und läßt die sich auf beiden Seiten fortheben- 
den Glieder fort, so ergibt sich für jedes beliebige v eine Gleichung: 

(5) y = fW + p£(i) + p«aW + ^"«C') + p-^^yi^^^), 

WO die Koeffizienten 6^^\ 6^^^ . . . eindeutig bestimmte reduzierte Zahlen 
sind, und ^(*"*'^) eine modnlojp ganze algebraische Zahl bedeutet. 

Eine beliebige modulo p ganze algebraische Zahl y ist also für 
jede noch so hohe Potenz j)'"*"^ von p einer Zahl 

£(0) + f(l)j, + f( V + . . . + 6^^)p' 

kongruent, deren Koeffizienten s^^ eindeutig bestimmte reduzierte Zahlen 
von K{a) sind. 
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Da jede gebrochene Zahl 5 =» ^ ist, wo y algebraisch ganz ist, 
80 erhält man für jede gebrochene Zahl ohne weiteres eine Gleichung: 

«(-^) *-(?-0 .(-1) 

(5a) *- ^ - +^-z=T- + ••• + -« + ^^'> + • •• + £(V+ ?^'^^>i>^^^. 
p" p" P 

Also ergibt sich der folgende Satz: 

Jede Zahl von K(a) ist für eine beliebig hohe Potenz 
p^"^^ von p als Modal einer Reihe 

«(»•y + £('-+i)2/-+i H — + fC'y 

kongruent, deren Koeffizienten eindeutig bestimmte reduzierte 
Zahlen von K(a) sind, und diese Reihe beginnt dann und nur 
dann mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von p^ 
wenn die zu untersuchende Zahl modulo|> gebrochen ist. 

Entwickelt man die X rationalen Koeffizienten u^ einer Zahl von K(a): 

(6) y-Ui/i) + ... + ti,yW 

nach Potenzen von p, so daß also: 

(6a) w,. - ej'Y + 6/^+^)i/+^ + . . . (p) (• = i, 2, . . . l) 

ist, und faßt dann die mit denselben Potenzen pT^pT^^ . . , von p multi- 
plizierten Glieder zusammen, so erhält man eine Reihe: 

(7) £('*)jp'- + £('-+i)|)'-+i ^ — + ei*)p^ H — 

mit eindeutig bestimmten modulop reduzierten Koeffizienten, welche 
im allgemeinen ins Unendliche fortgeht, und man erkennt sofort, daß 
för jede Potenz p'"^^ von p 

(7a) y = s^'-^jf + £('-+i)p'-+i + h £i*)p^ (modi^^^^) 

ist, wo auf der rechten Seite derjenige Teil unserer Reihe (7) steht, 
welchen man bei Fortlassung aller mit p*^^, p^^^, - . - multiplizierten 
Glieder erhält. 

Da die Koeffizienten u^ von y rationale Zahlen sind, so ergeben ihre 
Entwicklungen (6a), lauter rein oder gemischt periodische p-adische Reihen.. 
Hieraus folgt leicht, daß auch die modulojp reduzierten algebraischen 
Zahlen i^''\ 6^'*+^^, . . . eine reine oder gemischt periodische Reihe er- 
geben. Jede algebraische Zahl y von K(a) steht also zu einer einzigen 
solchen periodischen Reihe in der durch die Kongruenzen (7 a) ange- 
gebenen Beziehung, und umgekehrt würde man sich sehr leicht über- 
zeugen, daß durch jede periodische Reihe 
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eine algebraische Zahl des Bereiches K{(t) eindeutig bestimmt wird, 
für welche die Kongruenzen (7 a) in bezug auf jede noch so hohe Potenz 
l>»'+i von p als Modul erfüllt sind. 

Von dieser Tatsache ausgehend, erweiterten wir im zweiten Kapitel 
den Bereich -Sr(J) xler rationalen Zahlen in der Weise, daß wir die Ge- 
samtheit aller Reihen: 

mit modulo j> reduzierten ganzen rationalen Koeffizienten e^'^ als sog. 
p-adische Zahlen, d. h. Zahlgroßen eines größeren Bereiches K{jp) defi- 
nierten, für diese den Begriff der Gleichheit zweier Zahlgrößen defi- 
nierten und auf Grund dieser Definition die elementaren Bechenopera^ 
tionen einwandsfrei und so definierten, daß sie für den engeren Bereich 
JSr(l) der rationiden Zahlen gültig bleiben. 

Genau in derselben Weise will ich nun den Bereich K{a) der ratio- 
nalen Funktionen von a erweitem: Es sei a wie vorher eine alge- 
braische Zahl A^' Ordnung, K{a) der durch a konstituierte Körper, 
{^^\ y^*^; • • • y^^"^) ®i^ ö"i" ^öj allemal fest gewähltes Fundamentalsystem 
modulojp; es werde durch 

B = e^y^^) + e^yW + . . . -f- 6^j;W (e,==0, i, - . . j,- l) 

allgemein jede modulop reduzierte algebraische Zahl bezeichnet. Ich 
betriK^te 4ann den Bei^aich ^Uer Zahlgrößen: 

(8) ' ' j;^£('-y+/^^^''V-^'.+ ---, 

deren Koeffizienten 6<'^ modulo p reduzierte ^a^en von K{a) sind, welche 
nach einem gegebenen Bildungsgesetze beliebig weit berechnet werden 
konncoL dDie «Gesamtheit aller dieser ZaUgrößen nenne ich die jp- 
adischen ^l^ebTaiachen Zahlen des Körpers K{a) oder kürzer die 
Zahlen des Körpers K(jp,a), Diese algeljraischen p-adischen Zahlen 
unterscheiden i^ch y^n den im zweiten »Kapitel allein b^trf^^hteten ratio- 
nalen |)-adischen Zahlen 

allein dadurch, daß bei jenen die Koeffizienten e^^^ wohl definierte 
modnloj) reduzierte ganze rationale Zahlen waren, während die jetzt 
auftretenden Koeffizienten ^^ wohl definierte modulo |) reduzierte ganze 
algebraische Zahlen des Körpers i^i^c) sind. £s wird sich aber 
zeigen, daß alle für die rationalen |>-adi8chen Zahlen geltenden Rechnungs- 
gesetze för die algebraischen p-adischen Zahlen unverändert gültig 
bleiben. 

-Eine i^^adische algebraische Zahl y heißt gebrochen oder ganz, 
je nachdem ihre Entwicklung (8) mit einer negativen Potenz von p 
beginnt oder nicht. Der Einfachheit wegen betrachte ich im folgenden 
zunächst nur ganze Zahlen 
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y « a(0) +.£(1)^ + «(V + • • • + fW;;* + . . . (y), 

von deren Anfangskoeffizienten s^^\ s^^\ . . . auch gewisse Null sein können; 
ich bemerke aber, daß alle Definitionen und Satz^ wörtlich ebenso für 
modiüo j> gebrochene Zahlen gelten. Ich schreibe diese Zahlgrößen ab- 
gekürzt in der Form: 

(8a) y-«W a(i)£W... 

und nenne wieder die reduzierten algebraischen Zahlen €^^\ €^^\ ... die 
Ziffern der Zahl y. Die gebrochenen Zahl^i: 

(8b) S = 6<-?) . . . £(-*),fiW 6(1)£(«) . . ., 

unt^^oheiden sich nur dadurch von den ganzen p-adischen Zahlen, daß 
vor dem Komma noch mehr als eine Ziffer steht. 

Ich nenne die gewöhnliche algebraische Zahl des Bereiches K(a): 

y(*) = £(0) + ^(1)^ ^ + £(*)p* = fW £(1) . . . t(*)^ 

welche aqa der p-adischen Zahl y entsteht, wenn man alle durch p**^^ 
teilbaren Glieder fortläßt, den A*^ Näherungswert von y. Diese 
Näherungswerte : 

(9) y(0) = aW y (1) = f(0)^ £(1)^ y(t) = ^W «d) f(«)^ . . . 

bilden dann eine eindeutig bestimmte Reihe von wohldefinierten ganzen 
algebraischen Zahlen des Bereiches K{a), für welche allgemein 

y(*)==y(*-l) + £(*)|>* 

oder 

(9a) y(*) = y(*-i) (modp*) 

ist. Ist d -» fi^"*"^ . . . e^^\ «<*) £<*)... eine gebrochene Zahl, so besitzt sie 
auch von Null verschiedene Näherungswerte negativer Ordnung: 
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und man erkennt sofort die Richtigkeit des Satzes: 

Eine |)-adi8che algebraische Zahl ist gebrochen oder ganz, 
je nachdem alle ihre Näherungswerte gebrochene oder ganze 
Zahlen des Bereiches K(a) sind. 

^wei Zojil^n des Bereiches K{p, a) 

y ^,^(0)^^(1) . . ..^(*)^* + i) ...;/- «(«),^W . . ..«(*)£(* + «) ... 

heißen kongruent modulo p^'^S wenn ihre %^ Näherungswerte 
y<*> und /<*) noch gleich sind, während y<*+^) und y'(*+^) schon 
verschieden sein können. Dies ist dann und nur dann der Fall, 
wenn 4ie;Zi^EBm «(% €<^), . . . bia fi^*^ in beiden Z^len dieselben sind. 
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Zwei Zahlen y und / des Bereiches K{]^y a) soUen gleich 
für den Bereich von p heißen, wenn ihre Näherungswerte 

von genügend hoher Ordnung für jede noch so hohe Potenz Yonp 
als Modul kongruent sind, und dies ist wieder offenbar nur dann 
der Fall, wenn ihre Entwicklungskoeffizienten s^''^ und «'('') für 
jeden Index r gleich sind. Eine Zahl y ist speziell gleich Null, 
wenn ihre Näherungswerte y^*') durch jede noch so hohe Potenz 
von p teilbar sind, falls man nur den Index r groß genug wählt. 
Bei dieser Definition der Gleichheit kann eine Zahl y = b^^\ s^^^ a^^^ . . . 

mit den Näherungswerten y^^\ y^^\ . . . auch als der (Jrenzwert ihrer 

Näherungswerte, d. h. durch' die Gleichung: 

y = lim y<*^ (p) 

definiert werden. 

Wir werden mitunter von der Beschränkung absehen, daß die 
Ziffern s^*^ moduloj) reduzierte ganze Zahlen sind, und auch Zahlen 

y - i(0) + e^l)p + . . . 

in den Kreis unserer Betrachtung ziehen, deren Koeffizienten beliebige, 
aber wohldefinierte modulojp ganze Zahlen des Bereiches K(a) sind. 
Durch die a. S. 21 flgde. imgewandten Methoden beweist man dann 
auch hier die Richtigkeit des Satzes: 

Jede nicht reduzierte Zahl ist einer eindeutig bestimmten 
reduzierten Zahl für den Bereich von p gleich. 
Ebenso wie innerhalb des Bereiches K{p) definieren wir auch hier 
die Summe, die Differenz und das Produkt zweier jp-adischen alge- 
braischen Zahlen 

y « «(0)^ £(!)«<«)... d - dW, d(i) d(«) ... (p) 

durch die Gleichungen: 

y±*-lim(y<*>±dW) 

^^°) yd = lim(y(*)dW) ^^^' 

Urs« 

und wir beweisen, wie a. a. 0. a. S. 24 flgde., daß jede dieser drei elemen- 
taren Operationen zu einer eindeutig bestimmten p-adischen Zahl 
hinführt. 

In der Tat ergibt sich aus diesen Definitionen, daß sich die Summe, 
die Differenz und das Produkt zweier Zahlen des Bereiches f (p, a) 
y = f(o)4.a(i)^4.a(«)|,t + ...5 d - d^ + d^p -f- • • • (p) 
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in ihrer nicht reduzierten Form folgendermaßen darstellt: 

y±d^ (6W ± 6(0)) + p(s(') ± gd)) + . . . 
yS - «(0)6(0) +p(a^o)^(i) ^ ^(i)|(o)) ^ . . .^ 

ans denen sich ihre reduzierte Form eindeutig bestimmt. 

§ 3. Der Körper K(p, a), dessen Gmndgleichnng for den Bereich 
von p unzerlegbar ist. 

Für die eingehendere Untersuchung der p-adischen algebraischi^n 
Zahlen; zu der ich jetzt übergehe, ist die folgende andere Darstellung 
derselben von besonderer Wichtigkeit: Im vorigen Paragraphen zeigte 
ich, daß alle j}-adischen algebraischen Zahlen in der Form: 

(1) j;-w,y(^) + M,y(»)+... + u,j;(^) (p) 

darstellbar sind, wo (y^\ . . . y(^)) die Elemente eines Fundamentalsystems 
für den Körper K(a)j und die Koeffizienten u^ beliebige rationale p- 
adische Zahlen sind. Da nun jede der X algebraischen Zahlen y^*^ eine 
rationale Funktion von a mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten ist, 
so sieht maU; daß jede |)-adische Zahl des Bereiches in der Form: 

(2) y=-9(«) 

darstellbar ist, wo (p(a) eine rationale Funktion von a mit rationalen 
j)-adischen Koeffizienten bedeutet. Aber auch umgekehrt ist jede solche 
rationale Funktion, deren Nenner von Null verschieden ist, wie ich 
a. S. 133 zeigen werde, gleich einer jp-adischen Zahl (1). Da somit die 
Untersuchung der Zahlen (2) mit derjenigen der ^-adischen alge- 
braischen Zahlen (1) völlig zusammenfallt, so will ich bei den weiteren 
Betrachtungen von der Darstellung (2) der Zahlen des Bereiches 
K(p, a) ausgehen. 

Diese Untersuchung der |)-adischen algebraischen Zahlen (2) des 
Bereiches K(p, a), d. h. der rationalen Funktionen von a mit p- 
ad is eben Koeffizienten führt nun im wesentlichen zu denselben Resul- 
taten, wie die im fünften Kapitel durchgeführte Untersuchung der 
algebraischen Zahlen des Körpers K(a), d. h. der rationalen Funk- 
tionen von a mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten. Der 
einzige, aber allerdings sehr wichtige Unterschied besteht darin, daß 
wir a. a. 0. von vornherein die Grundgleichung für cc: 

<3) f{x) ^x' + a.x''' + . . . + a, - 

im Bereiche K(l) der rationalen Zahlen irreduktibel annahmen; denn 
hieraus folgt ja im allgemeinen noch keineswegs, daß diese Gleichung 
auch für den größeren Bereich K{p\ der |)-%dischen Zahlen ebenfalls 

Hemel, Th«orie d«r algebraltchea Zahlen. I. o 
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unzerlegbar sein muß. Auch dieser unterschied fallt aber fort^ wenn wir 
voraussetzen können, daB f{x) nicht bloß innerhalb des Körpers K{l)y 
sondern auch innerhalb des Körpers K{p) nicht in Faktoren niedrigeren 
Grades zerlegt werden kann. 

Wir können und wollen für die weitere Untersuchung diese Annahme 
machen^ denn einmal sind wir nach den Ergebnissen des vierten Kapitels 
mstande^ zu entscheiden, ob eine vorgelegte Funktion f{x) innerhalb 
K{jp) irreduktibel ist oder nicht, und zweitens wird sich zeigen, daß 
alle später zur Untersuchung gelangenden Grundgleichungen (3) wirk- 
lich auch für den Beireich von p unzerlegbar sind. 

Es sei also jetzt die Grundgleichung (3) auch für den Bereich 
von p irreduktibel; (^, ^j - - f'^i seien wieder ihre Wurzehi, und a be- 
zeichne irgend eine unter ihnen. Der Grund, warum nun alle Sätze 
über die Zahlen des Körpers K{p, a) mit den entsprechenden für 
den Körper K{a) übereinstimmen, ist der, daß unter der soeben ge- 
machten Voraussetzung auch für den Bereich K{py ec) der Fundamental- 
satz besteht: 

Eine Wurzel a der irreduktiblen Gleichung (3) genügt dann 
und nur dann für den Bereich von p einer anderen Gleichung: 
(4) </W = ?o^ + <7i^"'+;--+5'm==0 (p), 

deren Koeffizienten rationale j>-adi8che Zahlen sind, wenn ihre 
linke Seite für den Bereich von p durch f{x) teilbar, wenn also 

g{x)'-f{x)h{x) (p) 
ist. 

Hier werde aber noch einmal darauf aufmerksam gemacht, daß 
die Aussage, a sei für den Bereich von p eine Wurzel der Glei- 
chung (4) mit jp-adischen Koefüzienten, etwas völlig anderes bedeutet 
als die, daß a der Größe nach einer Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten genügt; nach der a.S. 128 oben angegebenen Definition ist nämlich 

g{a) ^0, (p) 
wenn die Näherungswerte g^ügend hoher Ordnung 7on ^(a) durch 
jede noch so hohe Potenz von p algebraisch teilbar sind. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach; angenommen g(x) wäre 
durch f{x) nicht teilbar, so sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) 
wegen der Irreduktibilität von f(x) teilerfremd; man kann also durch 
das Euklidische Verfahren zwei Multiplikatoren fi{x) und g^(x) so be- 
stimmen, daß 

ist Setzt man aber in dieser Gleichung x^ a, so würde sich » 1 
ergeben; da unsere letzte Annahme somit auf einen Widerspruch führt,, 
so ist der Satz bewiesen. Hieraus folgen sofort die beiden Sitze: 
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Eine Gleichung: 
(5) 9M-0 (p) 

mit rationalen ^-adischen Koeffizienten bleibt richtige wenn 
man a^ der Reihe nach durch die konjugierten Zahlen a^^. . .a^^ 
ersetzt. 

Eine Gleichung von niedrigerem als dem X^ Grade: 
?W = yi^-' + ••• + ?! = (p) 

mit ^-adischen Koeffizienten kann nur dann die Wurzel o: — a 
haben, wenn alle Koeffizienten g^ für den Bereich von p gleich 
Null sind. 
Ich betrachte nun die Gesamtheit aUer rationalen Funktionen von a 

(6) ß^ipia) (p) 

mit beliebigen js^-adischen Koeffizienten und zeige, daß für sie wörtlich 

dieselben Gesetze bestehen wie für den Körper K{a) der rationalen 

Fimktionen von a mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten. 

Zu jeder Zahl ß^ = <p(p^) gehören die X konjugierten Zahlen 

ßif ßif ' ' ' ßxf ^^ allgemein: 

(6a) ßi-<p{^i) (P) 

ist, und diese genügen der Gleichung A**° Grades: 

(6b) 9(Jf) = iy-ß^)(Jf-ß,)■■■(ff-ßx)'y' + b^y'-'+^■■ + bz•'0 (p), 

deren Koeffizienten als symmetrische Funktionen von (c^, o^^, . . . a^) 
mit rationalen |>-adischen Koeffizienten offenbar ebenfalls rationale 
j>-adische Zahlen sind (ygl. S. 98 oben). 

Die linke Seite g{y) dieser Gleichung ist für den Bereich der 
rationalen ^-adischen Zahlen entweder selbst irreduktibel oder sie ist 
eine Potenz einer irreduktiblen Funktion desselben Bereiches. Zerfallt 
nämlich g(y) in mehrere Faktoren, wovon man sich nach dem soeben 
erwähnten Satze a. S. 68 oben durch eine endliche Anzahl von Versuchen 
überzeugen kann, und ist gi(y) etwa derjenige unter den irreduktiblen 
Faktoren, welcher für y =« /S^ =- y(cri) für den Bereich von p gleich 
NuU wird, so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze (5), daß die 
Gleichung 5^1 (A) — 5^1(9 («i)) — richtig bleibt, wenn man in ihr 
o, durch c4, ... a;^ ersetzt; die irreduktible Funktion g^(y) besitzt also 
jede der Wurzeln ßi^ ßj, > - - ßx, und da dasselbe für alle irreduktiblen 
Faktoren gilt, so sind diese sämtiich gleich, d. h. es ist 

(6c) 9(if) - (ffi(lf)y (P). 

wo g^(if) eine für den Bereich von jp irreduktible Funktion des (**•* 

Grades und fiy «- A ist. 

9* 
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Eine p-adische Zahlgröße ß » ip{a) heißt wieder algebraisch 
ganz, wenn die Koeffizienten der Gleichung g{y)^0 oder, was das- 
selbe ist, die Koeffizienten der irreduktiblen Gleichung 5'i(y) = in (6 c), 
der ß nebst ihren konjugierten genügt, ganze ^-adische Zahlen sind. Ist 
speziell ß eine roodulo jp ganze Zahl des Bereiches K{a), (vgL S. 119 (lU)), 
so ist sie offenbar auch nach der hier aufgestellten Definition algebraisch 
ganz. Endlich ergibt sich durch die a. S. 99 ausgeführten Betrach- 
tungen, daß die Summe, die Differenz und das Produkt von algebraisch 
ganzen Zahlen wieder algebraisch ganz ist. 

Man kann auch hier alle ganzen algebraischen Zahlgrößen durch 
ein Fundamentalsystem darstellen. Ist nämlich wieder 
(7) y(^ />\ .../') 

ein Fundamentalsystem modulojp für die ganzen algebraischen Zahlen 
des Bereiches K{a), so sind diese ja auch nach der soeben gegebenen 
Definition algebraisch ganz, und daher ist auch jede Zahl 

Uj^yi^)-] hW^y^^^ 

algebraisch ganz, wenn ihre Koeffizienten u^ ganze rationale jp-adische 
Zahlen sind. Andererseits zeigt man genau ebenso, wie a. S. 121 Mitte, 
daß eine Zahlgröße: 

p 

mit ganzen jp-adischen Koeffizienten v^ nur dann algebraisch ganz sein 
kann, wenn alle Koeffizienten v^ durch p teilbar sind, imd damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Ebenso beweist man genau, wie a. S. 122 unten, daß ein System 
(ß(^\ d<*), . . . d^^^) von X ganzen j)-adischen Zahlen des Bereiches K{p, a) 
dann und nur dann ein Fundamentalsystem ist, wenn die Determinante 
|C|^{ der ganzzahligen Substitution 

d^'^^^^uy^*^ (i>) (•«1,2,... X) 

k 

durch welche das System (d('^) mit dem Fundamentalsystem (y^^) zu- 
sammenhängt, eine Einheit für den Bereich von p ist. 

Es sei nun ß^(p(a) irgend eine rationale Funktion von a mit Koef- 
fizienten des Bereiches K(j>). Ist dann (y^^\ y^*), ... y<^)) das oben in (7) 
eingeführte Fundamentalsystem, so ist nach dem soeben geführten Be- 
weise die Größe ß durch dieses in der Form: 

darstellbar, wo die Koeffizienten 
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ganze oder gebrochene Zahlen von K(jp) sind, und r die niedrigste 
Ordnungszahl der X Koeffizienten u^ ist. Setzt man diese Werte ein und 
faßt die mit l>'',i>^"'"S . . . multiplizierten Glieder zusammen, so ergibt 
sich für ß die Darstellung: 

(8) ß ^ a^'^^p' + £('• + 1)2/+^ + . . . ' (i>), 

wo die Koeffizienten 6^''\ 6^'"^^K . . eindeutig bestimmte modulo|> redu- 
zierte Zahlen sind. Jede rationale Funktion ß ^ (p{a) läßt sich also 
nach Potenzen von p so entwickeln, daß die Koeffizienten modulo^ 
reduzierte Zahlen von K(a) sind. Jede solche rationale Funktion von a 
mit ^p-adischen Koeffizienten ist also einer eindeutig bestimmten p- 
adischen algebraischen Zahl^«^^>y gleich. 

Umgekehrt ist aber, wie a. S. 129 bei (1) bewiesen wurde, jede 
l>-adiBche algebraische Zahl ^h^^pf des Bereiches K{py a) einer ratio- 
nalen Funktion qp(a) von a mit rationalen ^-adischen Koeffizienten 
gleich. Also ergibt sich der bereits a. S. 129 angekündigte Satz: 

Der Körper K{p^ a) aller |>-adischen algebraischen Zahlen 
^£(*)j)* ist mit der Gesamtheit ß == g>(cc) aller rationalen Funk- 
tionen von a mit rationalen ^-adischen Koeffizienten identisch. 
Der Bereich K(a) aller rationalen Funktionen von a mit ratio- 
nalen Zahlkoeffizienten des Bereiches K(l) bildet einen Teilbereich 
von K(py a), nämlich denjenigen, bei welchem alle Zahlkoeffizienten 
periodisch sind. 

Beachtet man femer, daß die Gleichung (8) für ß richtig bleibt, 
wenn man in ihr a der Reihe nach durch a^y cc^, . , . Ui ersetzt, und daß 
bei diesen Substitutionen ß und die f(*^ bzw. durch die konjugierten 
Zahlen /J^, . . . /3^ und «W, . . . a^*) ersetzt werden, so ergibt sich schließ- 
lich das Resultat: 

Ist /3 — g>(a) irgend eine rationale Funktion von cc, 
deren Koeffizienten rationale p-adische Zahlen sind, so lassen 
sich die X konjugierten Zahlen ß^ in einen Zyklus konjugierter 
Reihen: 
(9) ft - e^p^ + air+Dpr^i + . . . (t«i,2, ... i) 

entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von p fortschreiten 
und deren Koeffizienten eindeutig bestimmte modulo|> redu- 
zierte 2iahlen von K(a) sind. 

§ 4. Die Einheiten des algebraischen Körpers K(p, a). 

Die Untersuchung der jp- adischen algebraischen Zahlen ß^^ (p(cc) 
des Körpers K{pf a) in bezug auf die Primzahl p gestaltet sich nun 
wunderbar einfach: 



^ 
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Jede Zahl ß genügt nebst ihren l konjngierteo einer CHeidinng 
V^ QndeB, wdthe ich jetzt in ihrer primitiren Form sdireibe: 

ihre Koeffizienten B^ sind also ganze Zahlen Ton K{p), welche nicht 
alle durch p teilbar sind. * Die Funktion G(y) ist entweder irreduktibel 
oder die Potenz einer irrednktiblen Funktion. Die reziproke Zahl 

/f — -j gcntlgt der Gleichung: 

(la; (?»-B,^ + B,^t^-*+ .. + B.»0 (p), 

in wdkher die Reihenfolge der Koeffizienten die entgegengesetzte ist 
Die Zahl ß ist nun dann und nur dann i^ebraisch ganz^ wenn 
der Koeffizient B^ eine Einheit ist^ denn nur dann besitzt die Gleichung 
für ß: 

lauter modulo p ganze Koffizienten; die Zahl -j ist algebraisch ganz 

oder gebrochen; je nachdem B^ ^^"^ Einheit ist oder nicht 

Nach dem a. S. 74 Mitte bewiesenen Satze kann aber G (y) nur dann 
selbst irreduktibel oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion sein, 
wenn Ton den beiden äußeren Koeffizienten B^ und Bi mindestens 
einer eine Einheit modulo p ist Hieraus in Verbindung mit den 
soeben gemachten Bemerkungen folgt also der einfache und höchst 
wichtige Satz: 

Von zwei beliebigen reziproken algebraischen Zahlen ß 

I) und TS- ist stets mindestens eine für den Bereich von p alge- 
braisch ganz. 
Dieser Satz gilt auch fdr jede rationale jp-adische Zahl, denn Ton 
zwei reziproken rationalen Zahlen: 

(2) B-fE, .^.p-^.^^p-^.E 

ist ja diejenige ganz, für welche der Exponent von p nicht negatir 
ist. Im Bereiche der gewöhnlichen Zahlen gilt dagegen dieser Satz 
nicht mebfi falls wir eine Zahl durch eine andere teilbar nennen, 
wenn der Quotient eine ganze rationale Zahl ist So sind in diesem 

4 9 

Sinne die beiden reziproken Zahlen y und -r- gebrochen. Dagegen 

ist für den Bereich der Primzahl 3 die erste gebrochen und die zweite 

ganZ| für den Bereich yon 2 die erste ganz und die zweite gebrochen. 

Nur aus dem Qnmde gilt auch für den hier betrachteten Bereich 

jr(p, tt) derselbe einfache Satz wie für den Bereich K(p), weil wir 
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die Grundgleichung für a auch für den Bereich Ton p als irre- 
doktibel annehmen konnten. 

Genügt die Zahl ß der Gleichung (l), so ist 

(2a) n(ß) = ß,ß,...ß, = i-iy.^, 

und diese Zahl ist ganz oder gebrochen^ jenachdem Bq eine Einheit 

oder durch p teilbar ist^ jenachdem also ß algebraisch ganz ist oder 

nicht. Wir können daher den folgenden einfachen Satz aussprechen: 

Eine algebraische p-adische Zahl ß des Bereiches K(pf a) 

U) ist dann und nur dann ganz, wenn ihre Norm n(/3) eine 

ganze |)-adische Zahl ist*). 
Mit Hilfe dieser Sätze können wir nun die algebraischen genau 
ebenso wie die rationalen |)-adischen Zahlen in zwei Klassen einteilen, 
nämlich in Einheiten und Nichteinheiten. 

_P^ Eine p-adische algebraische Zahl b heißt eine Einheit^ 

wenn sowohl sie, als ihr reziproker Wert — ganz ist. 
Dieselbe Definition gilt auch für den Bereich der rationalen jp-adischen 
Zahlen; denn die Zahlen B imd ^ in (2) sind dann und nur dann 
beide ganz, wenn b. = 0, also B ^ E ist. 

Nach den soeben bewiesenen Sätzen U) und lU) ist b dann und 
nur dann eine algebraische Einheit, wenn 

n(.) und »»(t-)-:^^^ 
beide ganze |)-adische Zahlen sind, und dies ist stets und nur dann 
der Fall, wenn n(«) = e^, + e^jp + • • • eine Einheit ist. 

^_ Alle und nur die Zahlen b sind also algebraische Einheiten, 

^ deren Normen rationale Einheiten sind. 

Sind B und b' zwei algebraische Einheiten, sind also n{B)^E 
und n {b') = E' rationale Einheiten, so sind 

n{B€)^n{B)n(€)^EE', 

wieder Einheiten, und es gilt somit der Satz: 

Das Produkt beliebig vieler Einheiten ist wieder eine 

_ Einheit, der Quotient zweier Einheiten ist wieder eine solche. 

^ Speziell folgt hieraus, dafi jede positire oder negative Potenz 

einer Einheit wieder eine Einheit ist. 
Ist irgend eine Potenz b^ einer algebraischen Zahl b eine Einheit, 
so ist B selbst eine Einheit; denn ist 

*) Die Gleichung (Ib) fOr ^ hat also stets und nur dann lauter ganszahlige 
Koeffizienten, wenn ihr konstantes Glied n(ß) ganz ist. 
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eine Einheit von K{p), so kann ja n{s) auch nur eine Einheit 
desselben Bereiches sein. 

Von zwei ^-adischen algebraischen Zahlen a und ß heißt die erste 
durch die zweite teilbar, wenn der Quotient y =» y algebraisch 
ganz ist*). Da, wie wir oben zeigten, von den beiden Zahlen 

y = ^ und — ^J~ 

mindestens eine algebraisch ganz ist, so ergibt sich der Satz: 

.^^j. Von zwei jp-adischen Zahlen a und ß ist mindestens eine 

^ durch die andere teilbar. 

Ist a durch ß teilbar, also y ^ y ^^^^^^^^^^ g^^Z; ^^ ^^^ 

^^^^ n(ß) 
eine ganze rationale Zahl sein; es muß also n(a) von höherer oder 
mindestens von der gleichen Ordnung in bezug auf ^ sein, wie n(ß). 
Dann und nur dann ist auch -^ =» — eine ganze Zahl, also nicht bloß 

a durch /J, sondern auch ß durch a teilbar, wenn auch —~- ganz ist, 
wenn also n(/3) und n{a) dieselbe Ordnungszahl haben. Nur in 
diesem Falle ist -j =" ^ eine Einheit, d. h. a ^ ßs. 

Zwei jp-adische Zahlen, welche sich nur um eine Einheit 
VII) unterscheiden, von denen also jede durch die andere teilbar 
ist, sollen äquivalente Zahlen genannt werden. 
Dann gilt also der Satz: 

Von zwei Zahlen a und ß ist stets diejenige durch die 

„--.. andere teilbar, deren Norm von höherer Ordnung ist; sie sind 

^ dann und nur dann äquivalent, wenn ihre Normen von gleicher 

Ordnung sind. 
Zwei Zahlen a und a des Körpers K^p^a) heißen kongruent 
modulo einer dritten Zahl ß, wenn a — a durch ß teilbar, wenn also 
n{a — a') durch n (/5) teilbar ist. Schreiben wir jene Kongruenz 
wieder in der Form: 

(3) a = a (mod /J), 

so kann diese auch durch die Kongruenz: 
(3a) n(a — a')^0 (modn(/J)) 

vollständig ersetzt werden. Da n(ß€) '^ n(ß) E dieselbe Ordnungs- 
zahl hat wie n{ß), so ergibt sich: 

*) Wir drücken diese Tatsache i^eder folgendermaßen aus: 
a = (mod ß). 
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Eine jede Kongruenz (3) bleibt richtig, wenn man den 
_,. Modul ß durch irgend eine äquivalente Zahl ßs ersetzt. 
Natürlich bleibt sie a fortiori richtig, wenn ß durch irgend 
einen Teiler von ß ersetzt wird. 
Meistens werden wir als Modul eine Potenz der Primzahl p be- 
trachten. Sind zwei ganze Zahlen ß^ und ß^ des Körpers £(p, a^) 
für eine Potenz f/*^ von p mit ganzzahligem positivem Exponenten 
kongruent, so vertritt die Kongruenz: 

A^ft' (mody) 
eine Gleichung: 

wo ^1 eine ganze Zahl von K{py «J ist. Diese Gleichung bleibt 
richtig, wenn man zu den k konjugierten Werten übei^eht, es bestehen 
also die k Gleichungen: 

ßi-ßi'+P^yi (• = 1,2,.. .X), 

imd durch Multiplikation dieser k Gleichungen ergibt sich: 

«(/J)=.n(/J')+l>*i?i+p"^, + ---, 
wo die Zahlen ^i;^s^**- ganze ganzzahlige symmetrische Funktionen 
von (/3/, . . . /?/, ^1, . • . y^)? ^so ganze Zahlen von K(p) sind. 

Sind also zwei ganze algebraische Zahlen modulo p^ kon- 

X) gruent, so sind auch ihre Normen mindestens für denselben 

Modul kongruent. 

Ich will nun untersuchen, welche unter den Zahlen des Körpers 

K(jp,a) Einheiten sind. Schreibt man die zu untersuchende Zahl in 

der Form: 

ß^pff(B(^) + s^')p+"-)^p^Y, 

so erkennt man zunächst, daß q = sein muß, denn einmal darf q 
nicht negativ sein, da ja dann ß nicht algebraisch ganz sein würde. 
Aber q darf auch nicht positiv sein, denn sonst wäre ja 

n{ß)^n(p^)n(y)^p'^'G 
keine rationale Einheit von K{p), weil die Norm G der ganzen 
algebraischen Zahl y auch ganz ist. Nur dann kann also die Zahl ß 
eine Einheit sein, wenn sie die Form hat: 

ß - £(0) + e^Dp + £(«)|>« + . . . (jp) 

und die reduzierte Zahl €^^^ nicht Null ist. Aber nicht jede Zahl von 
dieser Form braucht eine Einheit zu sein. Da aber 

/J = £<<>) (modp) 
ist, so folgt nach dem soeben bewiesenen Satze X): 
n(/J) = n(€«>)). (modp). 
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d. h. n(ß) ist dann nnd nnr dann nicht durch p teilbar, wenn dasselbe 
fär n(6^^^) gilt. Daraus folgt der Satz: 

YP^ Eine Zahl /} = «<®^ + s^^^p -\ ist dann und nur dann 

^ eine Einheit, wenn ihr Anfangsglied b^^ eine Einheit ist. 
Wir haben also, um alle algebraischen Einheiten zu finden, nur 
unter den p^ reduzierten Zahlen 

(4) 5 = Ciy(^> + ^y<>> + • • • + ej,/^) (e^ = o,i,. . -p-i) 

diejenigen auszusuchen, welche Einheiten sind, was durch die Bildung 
der Normen geschehen kann. Wir erhalten so ein Tollstandiges 
System modulo p inkongruenter Einheiten, und jede andere Einheit 
ist einer einzigen unter diesen modulo p kongruent. 

§ 5. Die Primzahl des algebraischen Körpers K{p, a). 

Ich will nun diejenigen algebraischen Zahlen ß untersuchen, 
welche keine Einheiten sind. Da von den beiden Zahlen ß und ^ 
mindestens eine algebraisch ganz ist, so kann ich ß als algebraisch 
ganz annehmen und voraussetzen, daß sie keine Einheit, daß also 
n (ß) durch p teilbar ist. 

Zu diesen Zahlen ß gehört auch die Primzahl p selber, da 
n(p) ^ p^ durch p teilbar ist. Aber im allgemeinen verliert die 
Zahl p in dem Bereiche der |>-adischen algebraischen Zahlen die 
charakteristische Primzahleigenschaft, daß sie außer sich selbst und 
der Einheit keinen Teiler hat. Ist nämlich ß irgend eine Zahl, deren 
Norm n{ß)^pf^E von niedrigerer Ordnung ist, als A, so ist ^ 
algebraisch ganz, also ß ein Teiler von p; aber ß ist ein eigentlicher 
Teiler von p, d. h. nicht äquivalent p, weil ja -^ nicht ganz ist. 

An die Stelle von p tritt niin, wie gleich gezeigt werden wird, als 
Primzahl diejenige ganze algebraische Zahl ar, fQr welche 
(1) n(^)^p^E 

von möglichst niedriger aber positiver Ordnung f ist. Eine solche 
Zahl X muß es geben, denn die Ordnungszahl von n(ß) ist f&r jede 
ganze algebraische Zahl ß eine positive ganze Zahl oder Null und 
unter den positiven Ordnungszahlen muß eine die kleinste sein. Nun 
gibt es zwar außer x unendlich viele algebraische Zahlen, deren Norm 
diese kleinste positive Ordnungszahl hat, aber jede andere derartige 
Zahl 7C ist, wie wir sahen, mit n äquivalent, unterscheidet sich also 
von ihr nur um eine Einheit, und umgekehrt ist auch fQr jede zu x 
äquivalente Zahl 5r'«5r£: 
(la) n(Ä')=-n(5r)n(£)-p/^. 
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Wir wollen eine solche Zahl jc oder jede mit ihr äquivalente n 
die Primzahl des Bereiches Ä'(p, a) nennen, wobei eben eine 
jede, zu % äquivalente Primzahl n als nicht verschieden von tc an- 
gesehen wird. Die Berechtigung zu dieser Bezeichnung liefern die 
folgenden sehr leicht zu beweisenden Sätze: 

.. Die Primzahl n besitzt im Bereiche der ganzen alge- 

^ braischen Zahlen keinen eigentlichen Teiler außer den Einheiten. 
Ist nämlich ß eine ganze Zahl, aber keine Einheit, so ist n{ß) 
von höherer oder von gleicher Ordnung wie «(ä); im ersten Falle 
ist jc ein eigentlicher Teiler von /3, im zweiten Falle ist ß ^ xs. 

Hieraus folgt unmittelbar der Satz: 
j^. Jede ganze algebraische Zahl ist entweder eine Einheit 

^ oder sie ist durch x teilbar. 

Femer besteht der Fundamentalsatz, durch welchen die charakte- 
ristische Primzahleigenschaft der Zahl x in Evidenz gesetzt wird: 

Das Produkt zweier ganzen Zahlen ist dann imd nur dann 

III) durch die Primzahl st teilbar, wenn mindestens einer der Fak- 
toren ein Multiplum von jt ist. 

Ist nämlich keine der beiden ganzen Zahlen y und y durch n 
teilbar, so sind sie nach dem vorigen Satze beide Einheiten und ihr 
Produkt yy' ist mithin ebenfalls eine Einheit. 

Sieht man also von den zu x äquivalenten Zahlen ab, so gibt es 
in dem Bereiche der algebraischen p-adischen Zahlen nur eine einzige 
Primzahl; nur ist diese nicht gleich py wie dies in dem Bereiche der 
rationalen |>-adischen Zahlen der Fall war, sondern im allgemeinen 
eine Zahl «, welche ein Teiler von p ist. Aber diese Primzahl x 
besitzt innerhalb K{p, a) genau dieselben Eigenschaften , wie sie p in 
dem Bereiche K(p) zukommen. Vor allen Dingen besteht auch hier 
der Fundamentalsatz: 

Jede ganze oder gebrochene algebraische Zahl ß läßt sich 
auf eine einzige Weise in der Form: 

IV) (2) ß^BK» 

darstellen, wo q eine ganze positive oder negative Zahl oder 
Null imd B eine Einheit unseres Bereiches bedeutet. 
In der Tat, sei 

n(/J)-/.^, 

80 kann man den Exponenten b stets in der Form schreiben: 

wo ff entweder Null oder eine der Zahlen 1, 2, • • • f— 1 ist Dann 
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sieht man sofort^ daß f^ ^ 0, also h ein Multiplum Ton f sein muß. 
Bildet man nämlich die Zahl: 



so ist ja 



"-i:- 



«''^-^-^■"■^-^•^> 



wäre also f^ > 0, so wäre n eine ganze Zahl imseres Bereiches , deren 
Norm die Ordnungszahl f^, also eine kleinere Ordnungszahl als % hätte^ 
und dies steht mit der über x gemachten Yoraussetzimg im Wider- 
spruch. Also muß ff^^O also 

eine Einheit sein. Es ist mithin in der Tat 

w. z. b. w. 

Auch hier will ich den ganzzahligen Exponenten p die Ordnungs- 
zahl von /3 nennen. Ist p positiv oder Null; so ist /3 -algebraisch 
ganzy ist q negativ ^ so ist /3 eine gebrochene Zahl. Eine Zahl (( ist 
dann und nur dann durch |3 teilbar, wenn ihre Ordnungszahl p' ^ ^ 
ist; beide Zahlen sind äquivalent, wenn ihre Ordnungszahlen gleich 
sind. Eine Zahl n ist also nur dann ebenfalls eine Primzahl des 
Bereiches K(jp, a), wenn sie die Ordnungszahl Eins hat. Ist speziell 
p = 0, so ist ß eine Einheit. Aus der Gleichung: 

folgt der Satz: 

Hat die Norm der Primzahl x die Ordnungszahl f, so 
^. hat die Norm jeder p-adischen algebraischen Zahl ß eine 
^ Ordnungszahl gf, welche gleich dem f-ÜLchen der Ordnungs- 
zahl Q von ß ist. 
Auch die Zahl p selbst ist durch eine gewisse Potenz jt* von x 
genau teilbar. Aus der Gleichung: 

(3) P'^TifB 

folgt durch Übergang zur Norm, daß n{p) ^ p^ =^ ff^, also 

(3a) ef-^X 

sein muß. 

Der Bereich K(Pfa) der p-adischen algebraischen Zahlen 

VI) imterscheidet sich also von dem Bereiche K(p) der rationalen 

p-adischen Zahlen nur dadurch^ daß in dem ersten p im 
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allgemeinen nicht selbst eine Primzahl, sondern die ^ Potenz 

einer Primzahl ä ist, deren Exponent e ein genauer Teiler 

des Grades X des Körpers K(a) ist. 

Wählt man an Stelle der Primzahl tc eine andere st' und beachtet, 

daß sich beide nur um eine Einheit unterscheiden, so erkennt man, 

daß die hier eingeführten Ordnungszahlen der Zahlen /3, sowie die 

Zahl e unabhängig Ton der Wahl von tc sind. 

Da das Produkt und der Quotient zweier Einheiten wieder eine 
Einheit ist, so folgen aus der Multiplikation und der Division zweier 
Zahlen: 

(4) ß^BTl^, /J'=-£V 

von den Ordnungen q und q' die Gleichungen: 
(4a) ßß'^l7tQ+^\ |.==|;re-?', 

wo e und £ wieder Einheiten sind. 

Die Ordnungszahl des Produktes bzw.\ des Quotienten 
VII) zweier Zahlen unseres Bereiches ist also gleich der Summe 
bzw. gleich der Difierenz der Ordnungen jener Zahlen. 
Da die Zahl Null die Ordnungszahl Unendlich hat, so gilt auch 
für das Gebiet der ^-adischen algebraischen Zahlen der Fundamental- 
satz der multiplikativen Zahlentheorie: 
^y,j. Das Produkt zweier Zahlen ist dann und nur dann gleich 

^ Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist. 
Es ist nun sehr leicht, durch eine endliche Anzahl von Versuchen 
einen Primteiler n des Bereiches K(jp, a) auszuwählen, und zwar kann 
man ihn, wenn man will, so aussuchen, daß er eine ganze 
algebraische Zahl des engeren Bereiches K(a) ist. 

Eine ganze Zahl des Bereiches K(p, a) ist ja nämlich dann und 
nur dann eine solche Primzahl, wenn sie in allen denjenigen ganzen 
algebraischen Zahlen 

(5) Y - *^'^ + *^'^i> + • • • 

desselben Bereiches enthalten ist, welche nicht Einheiten sind, d. h. in 
allen denen, für welche das Anfangsglied £(^> keine Einheit ist 
Sind nun zuerst alle p^— 1 modulo|> reduzierten Zahlen 

(6) £W = e^yW + ^y<«) + • • . + e^y<^) (e,-0, i. • • • p-i) 

außer der Zahl Null Einheiten, und davon kann man sich durch die 
Bildung der Normen n(a^^^) überzeugen, so ist p selbst in dem Körper 
K(p, a) eine Primzahl, denn für jede Zahl y in (5) ist ja 

(7) y = ^^> (moip) 
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d. h. p ist in jeder ganzen Zahl y enthalten, für welche das Anfangs- 
glied gleich Null, welche also keine Einheit ist. 

Sind dagegen nicht alle reduzierten Zahlen a^^^ Einheiten, und ist 
»(<>) unter ihnen so gewählt, daß ihre Norm eine möglichst kleine aber 
positive Ordnungszahl hat, so ist, eben wegen dieser Eigenschaft, n^^> 
ein Teiler aller modulo p reduzierten Zahlen s^^\ welche keine Einheiten 
sind; außerdem ist x^^^ aber auch ein Teiler von p, denn von den 

5,(0) ^ 

beiden Zahlen — und -^^^ muß ja nach (I) a. S. 134 eine ganz sein^ 

und die erste könnte nur ganz sein, wenn die reduzierte Zahl n^^y 
durch p teilbar wäre, wenn also alle Koeffizienten e^ von ^®) gleich 
Null sind. 

Somit besteht also auch modulo ;r<^) für jede Zahl y in (5) die 
Kongruenz: 

y = 6W, (mod^W), 

und da, falls b^^^ keine Einheit ist, £<^) ein Multiplum von yt^^^ ist, so 
ist wirklich jede Zahl y, welche keine Einheit ist, ein Multiplum von 
yt^^\ d. h. n^^^ ist wirklich die Primzahl unseres Bereiches. 

In dem Körper K(jp, a) ist also diejenige modulo p redu- 
zierte Zahl 

Jt^O) _ ^^y(l) + ^yi%) + . . . + e^y(i) 

IX) eine Primzahl, deren Norm von der niedrigsten aber positiven 
Ordnung ist. Sind aber alle diese reduzierten Zahlen Ein- 
heiten, so ist p selbst auch in dem Bereiche K(pj a) eine 
Primzahl. 
Man kann also die Primzahl Jt in dem Bereiche K(p, a) stets durch 
eine endliche Anzahl von Versuchen finden, und zwar so, daß sie 
eine absolut ganze algebraische Zahl des engeren Bereiches K(a) ist. 

§ 6. Der Primteiler p des Körpers jr(p, a). 

In dem Bereiche K(p, a) existieren unendlich viele Primzahlen 
7t,3t\..,, aber sie können für alle Fragen der Division durch eine unter 
ihnen ersetzt werden, da sich ja alle anderen von dieser nur durch je eine 
Einheit unterscheiden, welche (wegen S. 137 (IX)) für alle Fragen der 
Teilbarkeit vollständig unwesentlich ist, deren geeignete Wahl aber bei 
den späteren eingehenderen Untersuchungen von Wichtigkeit sein wird. 

Um nun nicht immer von diesen verschiedenen aber äquivalenten 
Primzahlen sprechen zu müssen, will ich dem Bereiche K(j>j a) von 
vom herein einen einzigen Primdivisor oder Primteiler p zuordnen^ 
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lud ich will die Teilbarkeit einer Zahl darch eine Potenz von p 

folgendermaßen einfach definieren: 

Eine ganze oder gebrochene Zahl ß ist durch die p^ Potenz 
p^ Ton p genau teilbar, wenn ß die Ordnungszahl q besitzt^ 
wenn also für jede der äquivalenten Primzahlen n des Be- 
reiches K(p, a): 

ß^'STC^ 

ist, wo 6 eine Einheit bedeutet. 

Allgemeiner heißt eine Zahl ß durch p^« teilbar, wenn ihre 
Ordnungszahl q'^Qq ist, wenn also ß durch die Qq*^, aber 
eventuell auch durch eine höhere Potenz irgend einer Prim- 
zahl X algebraisch teilbar ist. Wir wollen diese letzte Tat- 
sache durch die Kongruenz 

/J = (mod p?o) 

ausdrücken. Sie vertritt die Kongruenz: 

ß = 0, (modsr^o)^ 

wo 7C jede der äquivalenten Primzahlen bezeichnen kann. 
Allgemeiner heißen zwei Zahlen ß uud ß^ modulo p^« kongruent, 
wenn ihre Differenz durch p^« teilbar ist; wir drücken diese Tatsache 
durch die Kongruenz: 

/J = /J' - (mod p?o) 
aus. 

Jede Zahl ß ist durch eine bestimmte Potenz p^ von p genau teil- 
bar, deren Exponent gleich der Ordnungszahl von ß ist Sind ß und ß' 
genau durch p^ und p^ teilbar, so ist ihr Produkt ßß^ und ihr Quotient 

P genau bzw. durch p?+?' und p^'^' genau teilbar. 

Unter der Norm des Divisors p will ich die Potenz j/ der 
Primzahl p verstehen, durch welche die Norm n(7t) einer jeden Prim- 
zahl X von K(p, cc) genau teilbar ist. Ich nenne dann f den Grad 
des Divisors p. Allgemeiner setze ich 

(1) n(p?)«(n(p)>-p€/ 

gleich der in den Normen der Potenzen n^ aller Primzahlen n ent- 
haltenen Potenz von p. Ist dann eine Zahl ß genau durch p? teilbar, 
so ist ihre Norm genau durch n(p9) teilbar. 

Ist die reelle Primzahl p genau durch p' teilbar, wie wir dies vor- 
her angenommen haben, so soll e die Ordnung des Primdivisors p 
genannt werden. Da ef^ X isty so ist stets das Produkt aus dem Grade 
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und der Ordnung eines Primdivisors p gleich dem Orade des Körpers 

ir(p, «). 

Ich wende mich jetzt zu einer genaueren Untersuchung der Zahlen 
des Bereiches K(p, a) für eine beliebige Potenz des zugehörigen Prim- 
teilers p als Modul^ und ich betrachte da zuerst die ganzen algebraischen 
Zahlen dieses Bereiches für den Modul p selbst. 

Jede ganze Zahl y =« £(®> + £^^^p + . . . ist modulo p einer einzigen 
reduzierten Zahl £^^), d. h. einer imter den |>^ ganzen algebraischen 
Zahlen 
(2) £(«) « e,y(^) + €,y^«) + • • . + e^/') (e,-o, 1, ... p- 1) 

kongruent, und da p genau durch p' teilbar ist, so bleibt die Kongruenz 

(2 a) y = aW (modp*) 

auch bestehen, wenn man den Modul p^ durch seinen Teiler p ersetzt. 
Aber die p^ modulo |), oder, was dasselbe ist, modulo p* reduzierten 
Zahlen a^®) brauchen modulo p nicht alle inkongruent zu sein, obwohl 
sie es modulo p* sind. Jedoch kann man aus diesen p^ Zahlen (2) sehr 
leicht ein vollständiges System modulo p inkongruenter Zahlen dadurch 
herleiten, daß man von allen imtereinander modulo p kongruenten 
Zahlen s^^\ e^^^\ . . ., dieser Reihe immer nur je eine beibehält. 
Es mögen nun die ö ganzen algebraischen Zahlen 

(0) (1) (rj-l) 

(2b) «;«,... « 

diejenigen unter jenen p^ modulo p reduzierten Zahlen sein, welche ein 
vollständiges System modulo p inkongruenter Zahlen bilden. Dann ist 
nur eine unter ihnen durch tc teilbar, und für sie kann die Zahl Null 
gewählt werden; alle ö — 1 anderen sind Einheiten modulo p. Irgend 
eine ganze Zahl ß ist dann modulo p einer und nur einer dieser 
ö Zahlen kongruent. Ich sage dann, die ö Zahlen (2b) bilden ein 
vollständiges Restsystem modulo p. 

Es sei nun jc ii^end eine beliebig, aber fest gewählte Primzahl 
des Bereiches K(py a); dann ergibt sich fQr eine beliebige ganze Zahl ß 
die Kongruenz: 
(3) /3 = £^o) (modp) 

und diese vertritt eine Gleichung: 

(3a) ß » fW + xß^^\ 

wo B^^^ eine der obigen ö Zahlen (2b) und ß^^^ wieder eine bestimmte 
ganze Zahl bedeutet. Schreibt man ß^^^ in derselben Weise und fährt 
so fort, so erhält man wie a. S. 124 (4) und (4a) eine beliebig weit 
auszudehnende Reihe linearer Gleichungen: 



§ 6. Dustellung der algebiaischen Zahlen fflr den Bereich von p. 145 
<3b) 

• • • • • 1 • 



Mnltipliziert man nun diese Oleichnngen der Reihe nach mit 
1, 7C, , . ,,si^ . . ., addiert sie nnd läßt die rechts und links gleichzeitig 
auftretenden Glieder ßS^yi^ weg, so erhalt man für ß die folgende ein- 
deutig bestimmte Darstellung für den Bereich von p: 
(4) ß « *W + *(i);r + iW^» + . . . Cp), 

oder wenn wir jetzt ftlr die nach Potenzen von n fortschreitende Reihe 
die abgekürzte Schreibweise anwenden: 
(4a) /J-«^^>, «<^)«(^... (p). 

Die beiden letzten Gleichungen sind wieder so aufzufassen^ daß ß 
durch die beliebig weit fortgesetzte Reihe auf der rechten Seite iiiit 
jeder yorgegebenen Genauigkeit bestimmt werden kann in dem Sinne, 
daß die Näherungswerte 

/J(*) = iW £(1) . . . £(*) 

für jedes noch so große k der Zahl ß kongruent sind modulo p*'*'^. 

Um allgemeiner eine Zahl ß^n^B von der positiven oder nega- 
tiven Ordnung q darzustellen, habe ich nur noch jedes Glied der obigen 
Entwicklung mit nfi zu multiplizieren, d. h. das Komma um q Stellen 
nach rechts oder links zu verschieben, je nachdem p positiv oder 
negativ ist. Es ergibt sich also der folgende wichtige Satz: 

Jede ^-adische Zahl des Körpers K{jß^ a), also auch 
speziell jede algebraische Zahl des Körpers K(a) laßt sich für 
den Bereich von|> auf eine einzige Weise in der Form darstellen: 

ß - a(e)Ä^ + 4(^+i)3rP+i -!-••• (p), 
wo die Koeffizienten i^^ eindeutig bestimmte Zahlen des Systems 

(Sf B, ' ' • € ) sind, und 7t einen Primfaktor von p für den 

Bereich K(a) bedeutet. 
Es ist jetzt leicht, die Anzahl 6 der modulo p inkongruenten redu- 
zierten ganzen ^iahlen s in (2 b) zu finden. Zu diesem Zwecke bilde 
ich auf zwei verschiedene Weisen ein vollständiges System von mo- 
dulo i^'^p' inkongruenten ganzen algebraischen Zahlen des Körpers 
K(a), Erstens ist ein solches gegeben durch die p^ Zahlen : 

(s. S. 124 oben), zweitens bilden auch die Zahlen: 

Heniel, Theorie der »Igebnlsohen Zahlen. I. \q 
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ein Yollstandiges System modnlo p'^^i? inkongruenter ganzer Zahlen^ 

wenn man jede der Zahlen a^^ ein rollstandiges Restsystem {s, By ^ - - € } 
modnlo p durchlaufen läßt Da die Anzahl der inkongruenten Zahlen 
in beiden Systemen dieselbe ist^ so muß 

tf^p^^jf/^ d.h. <y=y = n(p) 

sein. Es besteht also der Satz: 

Die Anzahl aller modulo p inkongruenten Zahlen des 
Korpers K{cc) ist der Norm jenes Primteilers p gleich. 
Beachtet man femer, daß offenbar die jp^'^ Zahlen 

ein yollstandiges System yon modulo p^ inkongruenten ganzen algebraischen 
Zahlen bilden, wenn man jeden der q Koeffizienten a^') unabhängig von 
den anderen das vollständige Restsystem (2 b) durchlaufen laßt; so er- 
gibt sich der allgemeinere Satz: 

Die Anzahl aller modulo p^ inkongruenten ganzen alge- 
braischen Zahlen des Korpers K(a) ist gleich der Norm n(p^) 
dieses Divisors. 

§ 7. Die konjugierten Körper und die konjugierten Entuvicklungen für 

den Bereich von p. 
Bei den bis jetzt durchgeführten Untersuchungen wurde ein be- 
liebiger Körper K(cc) unter den X konjugierten: 

ZU Gründe gelegt. Man erkennt aber, daß die für ihn gefundenen 
Resultate ohne jede Änderung für alle diese konjugierten Körper gültig 
bleiben. 

Eine ganze Zahl x^ in dem Körper K(ai) ist ja dadurch als Prim- 
zahl charakterisiert, daß ihre Norm: 

(1) w(ä) ^ n^ n^ ' " Tt;^ ^pfE 

keine Einheit und von möglichst niedriger Ordnung in p ist. Ebenso 
ist eine Einheit b^ von K{a^ allein dadurch charakterisiert^ daß ihre 
Norm eine Einheit modulo p ist. Ist also eine Zahl von K{a^ eine 
Primzahl, bzw. eine Einheit, so gilt das Entsprechende für alle ihre 
Konjugierten. Allgemeiner bleibt jede Kongruenz: 

(2) A^ft (mod<; 

für eine beliebige Potenz von x^ als Modul richtig, wenn man zu den 
konjugierten Körpern übergeht; aus ihr folgen .also die X konjugierten 
Kongmenzen: 



«r> 
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(2a) A = A' (modjt^^ (•-= 1,2,..^) , 

denn sie vertreten ja die Gleichungen: 

(2 b) A = ß; + nhi (• = 1' 2» • • • ^)i 

in denen die y^ ganze algebraische Zahlen der Körper K{ii^ sind, und 
von diesen k Gleichungen ist ja jede eine notwendige Folge der anderen. 
Wir erhalten also den folgenden Satz: 

Ist Tiy^ in dem Körper K{a^ eine Primzahl, so sind die 
X konjugierten Zahlen n^^ n^^ , , ,%i in den X konjugierten 
Körpern K{a^y -^(«s); • • • ^if-i) ^zw. ebenfalls Primzahlen. 
Alle diese konjugierten Primzahlen haben dieselbe Ordnung e 
und denselben Grad /*. Ist /3^ irgend eine Zahl von K{a^y 
deren Ordnungszahl p ist, so besitzen alle konjugierten Zahlen ß^ 
dieselbe Ordnungszahl. Bilden 

(0) (1) (ff-l) 

fl, £l, . . . £i 

ein Tollständiges System modulo n^ inkongruenter ganzer Zahlen 
des Bereiches K{a^y so bilden allgemein die ö konjugierten 
Zahlen des Bereiches K{a^ 

(0) (1) (a-l) 

Biy €if ... €i 

ein vollständiges System modulo x^ inkongruenter Zahlen für 
diesen Bereich. 
Ist ßi irgend eine Zahl des Körpers K(ai), so besteht nach dem 
a. S. 145 bewiesenen Satze eine Darstellung von der folgenden Form: 

(3) ß, = a<^);r,? + £(?+^) ;rj+i + . . . (p), 

imd da jede Gleichung innerhalb dieses Bereiches beim Übergang zu 
den konjugierten Zahlen richtig bleibt, so ergeben sich aus ihr die 
folgenden X Darstellungen der konjugierten Zahlen ßi, ß^f - - ßx» 

(3a) ft = 4^) ytj + 4^+^)5r?+i .| (p) (»= 1, 2, . . . X). 

Diese konjugierten Wurzeln bilden also einen Zyklus von X konju- 
gierten jp-adischen algebraischen Zahlen, welche nach ganzen Potenzen 
der konjugierten Primzahlen se^ fortschreiten. 

Wir werden nun sehr bald sehen, daß im allgemeinen die gemeinsame 
Ordnung e dieser Primzahlen x^ gleich Eins ist, d. h. daß im allgemeinen 

angenommen werden kann; dann bilden also die X konjugierten Zahlen ß^ 
einen Zyklus |>-adi8cher Zahlen^ welche alle nach ganzen Potenzen der 

10* 
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Primzahl p fortschreiten; diese unterscheiden sich also allein dadorch 
von den rationalen p-adischen S^^hlen 

daß die Koeffizienten s^p eindeutig bestimmte Zahlen aus der Reihe 

{Biy Biy . . . Bi ) aller j/ modulp p inkongruenten gai^zen Zahlen des 
Bereiches K(a^ sind, während die e^''^ eindeutig bestimmte Z^ahlen aus 
der Reihe (0, 1, . . .|> — 1) aller p modulo j) inkongruenten ganzen 
Zahlen des Bereiches K(l) waren. Nur in gewissen^, besonderen Fällen; 
welche aber st^ts auftreten können^ sind diese X konjugierten Prim- 
zalhen Zt nicht gleich |>, sondern es ist dann: 
(4) P-Kl'f 

wo If eine Einheit bedeutet, oder also es sind die i, konjugierten Prim- 
zahlen x^jTC^f . . ,ni Wurzeln der Gleichungen e^"^ Grades 

(4a) ^!--P^ij 

wenn allgemein £,. » — wieder eine Einheit Ton K{a^ ist. 

Also ist in diesem allgemeinsten Falle: 

(4b) n,^i?t 

WO Bi =» f^«^ zwar im allgemeinen nicht mehr dem Körper K{py «,) 
^gehört, aber doch eine algebraische Einheit modulo p isty weil ja ihre 
e^ Potenz gleich B^f also eine Einheit ist (vgl. d. Bem. a. S. 135 unten). 
Aber man sieht, daß auch allgemeiner die konjugierten Primzahlen 
x^jit^j . , ,nx alle untereinander äquivalent sind, da sie sich nur um Ein- 
heiten unterscheiden, welche allerdings im allgemeinen keinem der 
Körper K{a^ angehören. In der Tat folgt ja aus den Gleichungen: 

daß 



iih'i 



"»ik 



ist, wo auch ^j;^ als Quotient der beiden Einheiten b^ und b^ eine Ein- 
heit sein muß; also ist 






(0) 

und Bik ist wieder eine Einheit. Also ist 

beide Primteiler sind also wirklich äquivalent, und beide sind liach (4b) 
aquiTalcAt jp'. 
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In dieflem Falle sind demnach die A konjugierten Primzahlen x^ nicht 

• i 

gleich p^ sondern, abgesehen Ton Einheiten, gleich jp', und die konju- 
gierten Reihenentwicklungen (3 a) schreiten also nicht nach ganzen Po- 

tenzen der Priiiizahlp selbst, sondern nach ganzen Pbteniton von p^ fort. 
Dar hier auftretende Zyklus konjugierter |i-adischer Zahlen hat also ganz 
ähnlichen Charakter wie der Zyklus der konjugierten Potenzreihen: 

1 £±1 

fttr di6 Wurzeln ti einer algebraischen Gleichung /"(w, jer) = in der 
Umgebung eines ^-blättrigen Verzweigungspunktte (jer»a). Daß dieses 
Entsprechen keine blofie Analogie ist, sondern daß jene beiden Theorieen 
auch hier in Wahrheit völlig identisch sind, wiM später gezeigt werden. 
Wir wollen aber mit Rücksicht auf diese Beziehung die 
Zahl^ eine Verzweigungszahl e^ Ordnung für den Körper 
K{a) neunen, wenn p die c** Potenz einer Primzahl n ist. 
Ist 6»1, also p selbst eine Primzahl innerhalb J^(a), so soll p 
eine Verzweigungszahl erster Ordnung oder eine regu- 
läre Primzahl für den Bereich K{(t) genannt werden. 
Da alle Resultate, welche sich auf die Teilbarkeit der Zahlen /3| 
durch eine Potenz einer Primzahl n^ des Körpers K{a^ beziehen, eine 
notwendige Folge der entsprechenden Tatsachen innerhalb eines dieser 
Körper K(a^ sind, und da alle konjugierten Primzahlen ;r|, ^„ . . . n^^ 
untereinander äquivalent sind, so will ich im folgenden den Ausdruck 
der hier auftretenden Teilbarkeitsbeziehungen dadurch erleichtem, daß ich 
allen k konjugierten Körpern denselben Primteiler p zuordne, 
und ich will jetzt die Teilbarkeit einer algebraischen Zahl durch eine 
Potenz von p folgendermaßen definieren: 

Eine Zahl ß des Bereiches K{a) ist durch p^ genau teil- 
bar, wenn jede der k konjugierten Zahlen ß^ genau die Ordnungs- 
zahl Q besitzt, Wenn also 

ist, wo %^ eine Primzahl von K{a^ bedeutet, und e^ eine Ein- 
heit jenes Körpers ist. 

Eine Zahl ß ist allgemeiner durch p?« teilbar, oder sie 
genügt der Kongruenz: 
(5) /J = (mod p?o) . 

wenn jede der A konjugierten Zahlen ß^ durch die if^f aber 
eventuell such durch eine höhere Potenz einer Primzahl xt 
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des zugehörigen Körpers K{a^ teilbar ist. Sie vertritt also 

jede der k Eongrueazen: 

(5a) A = (mod;r?o) (i = 1,2,- • . X). 

Die vorher gegebenen Definitionen der Ordnung ^ des Orades 

und der Norm des Primteilers )) behalten ihre Qültigkeit. Zwei 

Zahlen ß und ß' heißen kongruent modulo f)^, wenn die 

Kongruenz: 

A = A' (mod^.) 

fftr einen der l konjugierten Körper -K(ai), . . . J^(a^ und so- 
mit auch für alle besteht. Zwei 2^hlen ß und ßi sollen gleich 
für den Bereich von )f (oder für den Bereich von p) heißen^ 
wenn sie für jede noch so hohe Potenz von p (oder^ was dasselbe 
ist, von p) kongruent sind (s. S. 128 oben). Diese Beziehung 
werde durch die Gleichung 

ausgedrückt. 

Die k konjugierten |)-adischen algebraischen Zahlen 

lassen sich für den Bereich von p in konjugierte Reihen 

"=? 
entwickeln, welche nach ganzen Potenzen irgendwelcher kon- 
jugierten Primzahlen jr^ der Bereiche K(a^) fortschreiten; ich will 
diese A Entwicklungen gemeinsam die dem Primteiler p zu- 
geordneten |)-adischen Darstellungen von ß nennen. 
Sind allgemeiner: 

(6) A-^i^, r,-t,K 

zwei Zahlen der beiden konjugierten Körper Jr(«i) und K(a^\ welche 
bzw. genau durch p^ und f)^ teilbar sind; und beachtet maU; daß die 
beiden konjugierten Primzahlen ^^ und x^ äquivalent sind^ daß also: 

(6 a) ^««*i««i 

ist, wo £|2 auch eine Einheit bedeutet^ so folgt aus den Gleichungen: 

(6b) K^JL^^if-o 

daß das Produkt und der Quotient jener Zahlen bzw. genau durch p^^^ 
und p^"^ teilbar ist; femer folgt aus der dritten Gleichung, daß die 
Stimme oder die Differenz zweier Zahlen von den Ordnungen q und 6 
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mindestens durch p^ teilbar ist, wenn Q ^6 ist Also behält auch für 
diejenigen |)-adischen algebraischen Zahlen, welche aus Zahlen ver- 
schiedener konjugierter Körper durch die elementaren Rechenopera- 
tionen zusammengesetzt sind, p ebenfalls den Charakter eines Primteilers. 
Ich will diese Resultate benutzen, um gleich hier einen der wich- 
tigsten Sätze unserer Theorie zu beweisen. Bis jetzt hat sich nämlich 
ergeben, daS die einem Primteiler p zugeordneten Reihen nach ganzen 
Potenzen der konjugierten algebraischen Zahlen 

<L h. im allgemeinen nach gebrochenen Potenzen der Primzahl j9 fort- 
schreiten. In den allermeisten Fällen ist aber wie bereits a. S. 147 unten 
erwähnt wurde, der Nenner e des Exponenten gleich Eins, d. h. es ist 

JTj = JTj ^ • • • ^ JTj^ ^ p ^ 

und jene konjugierten algebraischen Zahlen ß^ schreiten ebenso wie 

die rationalen j9-adischen Zahlen nach ganzen Potenzen von p fort, 

allerdings mit algebraischen Koeffizienten. Es besteht nämlich der Satz: 

Ist die KörperdiskrimiDante d{y^^\ ... y^^^) von K{a) durch j9 

nicht teilbar, so ist p selber in diesem Körper eine PrimzahL 
Dieser Satz ist offenbar vollständig bewiesen, wenn die Richtigkeit 
des folgenden Theorems dargetan ist: 

Ist {y^^\ yf\ . . . yf^) ein Fundamentalsystem filr den Körper 

£'(o^), dessen Diskriminante durch p nicht teilbar ist, so ist 

eine ganze Zahl 
(7) ^^ = c,y(') + c,y</) + ... + c,y<^) 

dann und nur dann durch den Primteiler p teilbar, wenn sie 

durch die reelle Primzahl p teilbar ist. 
Aus diesem Satze folgt nämlich, daß eine ganze Zahl dr^, deren Norm 
von positiver, aber möglichst niedriger Ordnung ist, genau durch p 
selbst teilbar sein muß. 

Soll nun ß^ in (7) durch p teilbar sein, so gilt dasselbe auch fdr 
die konjugierten Zahlen ß^,... ß^. Also müssen Ci,c^,,., C;^ so bestimmt 
werden, daß sie den X linearen Kongruenzen: 

(7a) y') + ... + c,^^)^0 (^^,^^ 

genOgea, deren Aofiosimg die X Bedingungen: 

(7b) c»-|yjp|=0 (modp) (fc«=i,8, •i) 
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Ergibt. Ist ntin, wie vorausgesetzt wurde, die Diskliminante 

rf(yW,...yW) = |y(0|« 

eine Einheit modulo p, so müssen wegen (7 b) alle Koeffizienten ^ ; ^; . . . ^i 
dureh )) teilbar sein; da diese aber rationale ganze Zahlen sind, so 
können sie nur dann p enthalten, wenn sie alle durch p teilbar sind, 
wenn also allgemein Cj^ » pCf^^ mithin: 

ist. Dann ist aber ß algebraisch durch p teilbar, unsere Behauptung 
ist also Yollstöndig bewiesen. Erst später werde ich zeigen, daß 
auch umgekehirt, falls die Köiperdiskriininante durch p teilbar ist, p in 
diesem Körper den Primzahlchai'akter yerUert; es wird eine besonder^ 
wichtige Aufgabe sein, die Ordnungszahl der Körperdiskriminaüte zu 

bestimmen, wenn die Ordnungszahl e des Primfaktors^'^^' gegeben ist. 
Der hier betrachtete einfachste Fall tritt sicher ein, wenn die 
Diskriminante d{a) der den Körper K{a) bestimmenden Qleichung 

(8) fix) - (^ - c^) (ä - «,) . . . (a; - a,) - 

durch p nicht teilbar ist Denn in diesem Falle ist schon die Basis: 

(8a) 1, a,...c^-^ 

6in Fundam^ntaliijstem ntiodülol» fdr den Körper K{a\ weil die Dis- 
kliminante: 
(8b) d{a)^\l, «„ af,...c^-^|« (.-l.2,...X) 

n. d^ V. durch p nicht teilbar ist; also ist in dem Körper K(a) p selbst 
6ine Primzahl, und jede p-ädische Zahl desselben ist auf eine einzige 
Weise in der Form darlätellbftt: 

Hier sind die Koeffizienten bestimmte modulo p reduzierte ganze al- 
gebraische Zahlen 

« — ^ + «1« + • • • + e;i_ia^"S 

deren Koeffizienten e^ Zahlen der Reihe 0, 1, ; . *p -— 1 sind^ 



Siebentes Kapitel 

Die Anflösnng der ganzzaUigen Gleichnngen fftr den 

Bereich einer beliebigen Primzahl. 

Theorie der algebraischen DiYisoren. 



§ 1. Die jp-adischen algebraisclieii ZaUen eines Körpers K(a) und die 
ganzen Funktionen mit jp-adischen algebraischen Koeffizienten. 

Durch die Ergebnisse des Yorigen Kapitels sind wir dazu geführt 
worden^ die ^-adischen algebraischen Zahlen: 

(1) ß = fW £(!)£(«) . . . -= £W + t^^)n + fW^« + . . . 

eines bestimmten Körpers K(a) in genau derselben Weise zu betrachten^ 
wie wir früher die rationalen ^-adischen Zahlen 

(la) B^ (f<\ e<^)e(«) . . . - c«» + (^^^p + ^"^p" + • • • 

untersucht hatten. Das Hauptresultat war, daß die |7-adischen al- 
gebraischen Zahlen wörtlich denselben Gesetzen gehorchen, wie die 
jp-adischen rationalen Zahlen, nur tritt eben an die Stelle der ratio- 
nalen Primzahl p die algebraische Primzahl n oder, was dasselbe ist, 
der algebraische Primdivisor p. Dann ergeben aber alle elementaren 
Rechenoperationen, bei ihrer Anwendung auf beliebige ^-adische al- 
gebraische Zahlen wieder eindeutig bestimmte algebraische Zahlen als 
Resultate, welche nach genau denselben Regeln gefunden werden, wie 
in dem Gebiete der rationalen 2iahlen. 

Hieraus folgt, daß alle Sätze, welche wir fOr die rationalen p- 
ädischen Zahlen bewiesen hatten, auch für die algebraischen p-adischen 
Zahlen eines bestimmten Körpers K{a) gültig bleiben, und daß das- 
selbe auch f&r die ganzen rationalen Funktionen: 

(2) f{x) ^A^o^ + A^af^-^ + . . . + ^ 

gilt, deren Koeffizienten jetzt nicht rationale, sondern algebraische p- 
adische Zahlen eines ein für allemale fest gewählten Körpers K{a) sind, 
leh gebe daher hier ^ur jene Resultate an, und verweise auf die im 
dritten und vierten Kapitel gegebenen Beweise. 
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Ich nenne die gewöhnlichen ganzen algebraischen Zahlen 

/J(0):=,(0); /}(i) = ,W ,(1) == a(0) + fc(i);r; /J(»)= £W, £(^) £W ^ e(0) + ^(D^r + aWjr»; •• • 

den nullten, ersten, zweiten Näherungswert der ganzen p-adi- 
schen algebraischen Zahl ß in (1) für den Bereich von f), und 
stelle die analoge Definition auch f&r die gebrochenen p-adischen 
algebraischen Zahlen auf. Diese präzisere Definition der Näherungs- 
werte unterscheidet sich nur dadurch von der a. S. 127 gegebenen, 
daß dort die Entwicklung der p-adischen Zahlen noch nach Potenzen 
von p f>-^sf erfolgen mußte; offenbar geht die Entwicklung von ß nach 
Potenzen von ;r in die a. a. 0. gegebene Entwicklung nach Potenzen 
von p f^Ti^ über, wenn man in (1) immer je e aufeinander folgende 
Glieder zu einem einzigen zusammeufasst. 

Jede Funktion f{x) in (2) kann man durch Division mit einer 
geeignet gewählten Zahl «^ in der Form darstellen: 

(3) m^B^ax), 

wo 

(3a) /oW = nfix^ + C^o^-^ + • • • + C, 

eine primitiv^ Funktion ist, d. h. eine Funktion, deren Koeffizienten 
;r^, Cj, . . . C„ ganze algebraische Zahlen sind, von denen mindestens eine 
eine Einheit ist, und in welcher der Koeffizient der höchsten Potenz 
eine reine Potenz ^ von % ist. Auch jetzt wollen wir die Funktion 
f^{x) primär nennen. Dann heißt itfl der Zahlenteiler von f{x). 
Da das Produkt von zwei primären Funktionen auch hier wieder 
primär ist, so besteht der Satz: 

(I) Der Zahlenteiler eines Produktes zweier Funktionen ist 
dem Produkte der Zahlenteiler seiner Faktoren gleich. 
Die ganze Funktion: 

(4) f'\x) « 4*)a^ + 4*)a;»- 1 + . . . + ^w ^ 

welche aus f{x) in (2) dadurch hervorgeht, daß dort jeder Koeffizient 
A - «<«), £<^) £(*) . . . durch seinen t*~ Näherungswert ^W - *(% f<^^ . . . «W 
ersetzt wird, nenne ich den Ä*®^ Näherungswert jener Funktion. 
Dann bilden die Näherungswerte nullter, erster . . . Ordnung von f(x): 

eine Reihe wohldefinierter ganzer Funktionen mit gewöhnlichen al- 
gebraischen Koeffizienten. Ich nenne zwei Funktionen f{x) und f{x) 
mit p-adischen algebraischen Koeffizienten kongruent modulo ))*'''^ 
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wenn ihre Ic^ Näherungswerte f^^^{x) und f^^^(x) noch gleich sind, 
und ich bezeichne diese Beziehung folgendermaßen: 

f{x) = f(x) (mod|)*+\). 

Dagegen sollen die beiden Funktionen gleich für den Bereich 
von p heißen, wenn ihre Näherungswerte von genügend hoher Ordnung 
für jede noch so hohe Potenz von p kongruent sind; dies ist dann und 
nur dann der Fall, wenn beide Funktionen gleiche Koeffizienten haben, 
also identisch sind. 

Da das Euklidische Verfahren zur Bestimmung des größten ge- 
meinsamen Teilers auf die Funktionen mit algebraischen Koeffizienten 
anwendbar bleibt, so gelten auch für diese die folgenden Sätze, welche 
nur Konsequenzen jener Tatsache sind: 

(II) Zwei Funktionen f(x) und g(x) mit algebraischen Koef- 
fizienten besitzen stets einen größten gemeinsamen Teiler, 
welcher auf rationalem Wege, nämlich mit Hilfe des Euklidi- 
dischen Verfahrens gefunden werden kann. Ist dieser Teiler eine 
Konstante, so heißen f(x) und g{x) teilerfremd. Dies letz- 
tere ist dann und nur dann der Fall, wenn ihre Resultante 
R(f{x),g{x)) von Null verschieden ist. 

Eine Funktion P(x) mit ^-adischen algebraischen Koeffizienten 
des Bereiches -K'(a), welche sich nicht in solche Faktoren niedrigeren 
Grades zerlegen läßt, deren Koeffizienten demselben Bereiche K(fi, a) 
angehören, heißt eine irreduktible oder Primfunktion. Auch hier 
beweist man genau ebenso, wie dies a. S. 66 flgde. geschehen ist, die 
Richtigkeit des Fundamentalsatzes: 

(III) Jede Funktion F(x) läßt sich auf eine einzige Weise in 
Primfunktionen zerlegen, und es gibt ein endliches Verfahren, 
um diese Zerlegung mit jeder vorgegebenen Genauigkeit durch- 
zuführen. 

Die Frage, ob eine vorgelegte Funktion F(x) dieses Bereiches in 
Faktoren zerföllt, und welches diese sind, wird durch den folgenden 
Satz beantwortet, der genau ebenso, wie das entsprechende Theorem 
a. S. 68—70 bewiesen wird: 

(IV) Ist die Disknminante 

D{F(x)) - RiFix), r(x)) = n^E (p) 
von F(x) genau durch p^ teilbar, so zerfiült die Funktion F(x) 
dann und nur dann in Faktoren niedrigeren Grades, wenn ihr 
**•' Näherungswert F^^{x) modulo p^^^ zerfällt; die Frage, ob 
dies letztere der Fall ist oder nicht, kann durch eine endliche 
Anzahl von Versuchen gelost werden (s. S. 67 oben). 
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Jeder Zerlegung von F^^(x) modulop*^+^: 

in zwei Faktoren niedrigeren Grades f{x) und g(x) entspricht 
dann eine Zerlegung: 

F{x)^f{x)gix) (».) 
der vorgelegten Funktion in zwei Faktoren der gleichen Ghrade^ 
wie f bzw. g in der Weise, daB f{x) und g{x) bzw. die Näherungs- 
werte von f{x) und g{x) sind. Diese Faktoren können sukzes- 
sive mit jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnet werden. 
Selbstverständlich bleiben alle Sätze über die Zerlegung einer 
Funktion innerhalb eines Körpers K{a) bestehen, wenn die zu unter- 
suchende Funktion F{x) rationale ^-adische Koeffizienten hat, dena 
ihr Bereich bildet ja einen Teilbereich der algebraischen ^-adischen 
Zahlen eines jeden Körpers K{a). Jede solche Funktion ist also inner- 
halb eines beliebigen algebraischen Körpers ir(p, a) auf eine einzige 
Art in irreduktible Faktoren zerlegbar: 

§ 2. Die Zerlegung der ganzen Funktionen in ihre j>-adi8chen 

Linearfaktoren. 
Das Oanßsche Fundamentaltheorem für den Bereich der j^adi8chen Zahlen. 

Die im vorigen Paragraphen bewiesenen Sätze benutze ich nun 
zur Lösung der folgenden Fundamentalaufgabe: 
Eine beliebig gegebene Funktion 

mit rationalen ^-adischen Koeffizienten soll in einem geeignet 
gewählten algebraischen Körper in ein Produkt von k Linear- 
faktoren X — if so zerlegt werden, daß die Gleichung: 

für ein variables x identisch erfüllt ist. 

leh werde diese Aufgabe vollständig lösen und zeigen, daß sie nur 
auf eine Weise gelöst werden kann. Ist das geschehen, so ist zugleich 
bewiesen, daß jede Gleichung f{x) » für den Bereich einer beliebigen 
Primzahl|), stets genau so viele ^adische algebraische Wurzeln (^i^S^v'^Ji) 
besitzt, als ihr Grad angibt, d. h. es ist damit das Gauß^sche 
Fundamentaltheorem in der Theorie der Gleichungen auch für den Be- 
reich der p-adischen Zahlen bewiesen, wenn p irgend eine Primzahl 
bedeutet. 

Ich brauche diese Aufgabe nur unter der Voraussetzung zu lösen^ 
daß f(x) für den Bereich der rationalen p-adischen Zahlen irreduktibel 
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ist^ denn jede reduktible Funktion zerfällt ja eindeutig in irreduktible 
Faktoren; ist man also imstande^ jede irreduktible Funktion in Linear- 
faktoren zu zerlegen; so gilt f&r die reduktiblen Funktionen dasselbe. 

Zweitens braucht man nur einen der X Linearfaktoren einer solchen 
Funktion zu bestimmen; ist dies nämlich geschehen^ so ergeben sich^ 
wie gleich gezeigt werden wird, die A — 1 übrigen Faktoren aus diesem 
auf höchst einfache Weise. 

Drittens wollen und können wir die Koeffizienten a^, . . . a^ der zu 
zerlegenden irreduktiblen Funktion f(x) als ganze j;;-adische Zahlen 
voraussetzen; wären sie nämlich gebrochen und wäre p^ ihr gemein- 
samer Nenner, so führt die Substitution 



0? = 



y_ 
P'' 



y 



wie a. S. 119 unten bewiesen wurde, die irreduktible Funktion f{x) in 
eine andere g{y) über, in welcher der Koeffizient von y^ ebenfalls 
gleich Eins ist und alle anderen ganze p-adische Zahlen sind, und 
«US der Zerlegung von ^(t/) in Linearfaktoren ergibt sich ja diejenige 
von f{x) ohne weiteres. 

Ich stelle also jetzt die folgende Aufgabe : 

Wie muß die algebraische Zahl a gewählt werden, damit 
die irreduktible ganzzahlige Funktion : 

(1) f{x) ^x^ + a,x^-' + . . . + fl^ 

innerhalb des Körpers K{a) einen p-adischen Linearfaktor 
X — l besitzt? 
Es sei 

(2) I){f)^p'E 

die Diskriminante von f{x), und die ganze Funktion: 

f^^{x) ^s^ + a^^^a^-"^ + . . . + a^) 

mit den nicht negativen ganzzahligen Koeffizienten af^ sei der d^ Nähe- 
rungswert von f{x)\ dann ist: 

f{x)^n\x), D{f)^D{f^')) (mody+0, 

und f^^{x) ist ebenfalls modulo^)*"*"^, also auch für den Bereich der 
rationalen j)-adischen Zahlen, irreduktibel, da ja sonst auch f{pc) wegen 
(IV) a. S. 165 zerlegbar sein müßte. 

Soll nun f{x) für den Bereich K{a) einen Linearfaktor besitzen, so 
muß nach dem soeben erwähnten Sätze a. S. 155 a so gewählt werden, daß 
die ganzzahlige Funktion f^^{x) modulop^'*'^ einen solchen LinearfiEiktor 
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erhält Dies geschieht aber am einfachsteo^ wenn man fär a eine der 
A Wurzeln «j, «,, . . . a^^ der irreduktiblen Gleichung: 

/t-')(a:)-0, 

etwa a^j wählt, denn dann ist ja identisch 

also besteht natürlich auch modolo p''*'^ die Kongruenz: 

f{x)^{%-a,)f^\x) (mody+O, 
und aus ihr folgt nach dem bereits erwähnten Satze (IV) eine Zerlegung: 

/•(«)- (x-IOm (p), 

in welcher \^ eine eindeutig bestimmte jj-adische Zahl des durch «^ 
konstituierten Körpers K{u^ ist, deren Näherungswert eben jene 
Wurzel 0^ selbst ist. 

Ist also «1 eine der X Wurzeln der irreduktiblen Qleichung 

ist %^ die zugehörige Primzahl des Körpers K{a^ und ist: 
a^ = fW ä(i)?W ... - £(0) + J(i)«i + lf%\ + . • • 

die Darstellung jener Wurzel «j als p-adische Zahl von K{a^^ dann 
gibt es eine eindeutig bestimmte ^-adische Zahl desselben Körpers 

I, -*(«),*(»,(«)..., 

welche dasselbe AnfangsgUed besitzt wie o^, aber in ihren späteren 
Ziffern von «i abweicht, und welche eine p-adische Wurzel der irre- 
duktiblen Gleichung f{x) » ist. 

Hiermit ist die Aufgabe, eine Wurzel der irreduktiblen Glei- 
chung (1) zu bestimmen, vollständig gelöst. Dasselbe Verfahren liefert 
aber auf einmal alle k Wurzeln jener Gleichung und damit die voll- 
ständige Zerlegung ihrer linken Seite in Linearfaktoren. Ersetzt man 
nämlich die zuerst gewählte Wurzel a^ von /^^(o;) = der Beihe]nach 
durch ihren konjugierten o,, o,, . . . a^^, so entsprechen diesen die /LJkon- 
jugierten p-adischen algebraischen 2^1vlen 

WO allgemein: 

i - «(?) + if%, + «<««« + «W, £<» *<« . . . (p) 

ist, und von denen wir vorläu&g nur wissen, dafi die erste 1^ eine 
Wurzel der Gleichung f{x) — ist Sehr leicht zeigt man aber^ 
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daß alle diese X Zahlen Yoneinander verschieden sind und die Gleichung 
f{x) = befriedigen. Bildet man nämlich die Funktion X^ Grades: 

f(x) - (rc - g,)(rc - I,) . . . (^ - y « a:^ + ä^x""' + . . . + ä,, 

deren Wurzeln die Zahlen ^^ sind^ so ist diese nach dem a. S. 131 mitte be- 
wiesenen Satze entweder irreduktibel oder die Potenz einer irreduktiblen 
Funktion mit rationalen ^-adischen Koeffizienten, je nachdem alle ^ 
yerschieden oder gewisse unter ihnen gleich sind. Andererseits haben 
die beiden Funktionen f{x) und f(x) mindestens die eine Wurzel i^ 
gemeinsam; da aber f(x) nach der Voraussetzung irreduktibel ist, so 
muB f{x) » f{x) sein; also sind alle jene X konjugierten algebraischen 
2iahlen |^ voneinander verschieden, und es besteht für ein variables x 
die identische Gleichung: 

(3) /•(a;) = (x_|J(x-|,)...(a:-y (p). 

Endlich erkennt man genau wie a. S. 52, daß die Gleichung f(x) = 
keine weitere Wurzel Iq haben kann, welche eine rationale oder al- 
gebraische ^-adische Zahl ist. Setzt man nämlich in der Identität (3) 
'^^ = 5o> so folgt aus der Gleichung: 

(s«-ii)(i«-i,)..(So-y=o (p), 

daß mindestens einer dieser Faktoren gleich Null ist, d. h. daß seine 
Näherungswerte genügend hoher Ordnung durch jede noch so hohe 
Potenz von ji teilbar sein müssen; und damit ist unsere Behauptung in 
ihrem vollen Umfange bewiesen. 

Es ergibt sich so die folgende einfache Vorschrift für die voll- 
ständige Auflösung einer irreduktiblen Gleichung mit beliebigen ratio- 
nalen jp-adischen Koeffizienten. 

Um die irreduktible Gleichung A*®" Grades: 

(4) /•(x)-0 (p) 

für den Bereich der j)-adischen Zahlen vollständig au&ulösen, 
bilde man zuerst ihre Diskriminante. Ist d die Ordnungszahl 
derselben, so löse man die Gleichung A'^ Grades 
(4a) f<^(x) -= 

auf, deren linke Seite der d'* Näherungswert von f{x) ist^ 
welche also gewöhnliche positive ganzzahlige Koeffizienten be- 
sitzt. Ist dann: 

(4b) r^ix)~{x-u,)(x-a,)...(x-a,) 

die Zerlegung von f^^{x) in die konjugierten Linearfaktoren^ 
so entspricht ihr die Zerlegung: 
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(4c) fix)-ix-i,)(x-^)...(x-i^ (,), 

WO iififf'-ii eindeotig bestimmie konjugierte ji-adiacbe 

2^1ileii der Körper K(a^), . . . ir(a^) sind, eo dmS alM all- 

gemein: 

(4d) {^.^(p)^ + ^+i)«?^i4.... (p) 

ist, und daß a^ ein Naherongswert Ton 1^ ist 
Jede im Bereich der rationalen p-adischen Zahlen irrednktible 
Gleichung X*^ Grades besitzt also genau l konjugierte p-adische Wurzeln, 
welche einen einzigen Zyklus bilden. Eis ist auch Uar, daB eine solche 
Gleichung V^ Grades (4) keine |>-adische algebraische Zahl Yon niedrigerer 
als der V^ Ordnung als Wurzel haben kann. In der Tat^ sei etwa 

rit - iT + fi"P. + iT9\ + • • 

eine Wurzel unserer Gleichung f{x) » 0^ wo jetzt q^ der zu p gehörige 
Primfaktor ist, und sei diese 21ahl nur von einer Ordnung f» < il. 
Sind dann 

die f» zu ijji konjugierten p-adischen Zahlen, und ist 

h{x) = (x - ri^){x - r/,) . . . (:r - 1?^) 

die Gleichung f»**° Grades mit rationalen p-adischen Eoef&denten, der 
^ly-'^u S^i^^S^Q' ^^ hatten h{x) und f{x) wieder den Linearftiktor 
{x — ri^ gemeinsam, also müßte die irrednktible Funktion f{x) ein 
Teiler von h(x) sein, was mit der oben gemachten Annahme f» < X im 
Widerspruche steht. 

Ich benutze dieses Resultat, um die allgemeinste in der Theorie 
der Gleichungen sich darbietende Au^be zu lösen. Es sei: 

(5) F(x) « J^af + A^oif"'^ + . . . + 4, - 

eine beliebige Gleichung n^ Grades mit gewöhnlichen ganzzahligen 
positiven oder negativen Zahlkoeffizienten, und es sei p irgend 
eine reelle Primzahl. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Gleichung im 
Bereich der p-adischen rationalen oder algebraischen Zahlen voUstandig 
aufzulösen. Ich zerlege zu diesem Zwecke die Funktion F{x) in ihre 
irreduktiblen Faktoren mit rationalen p-adischen Koeffizienten. Wir 
wollen der Einfachheit wegen annehmen, F{x) zerfalle in drei solche 
Faktoren. Es sei: 

(6) F{x)^mgix)h{x) (p) 

jene Zerlegung, und es mögen 
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die Grade jener drei Faktoren sein, so daß X -^ [i + v =^n ist. 
Dann besitzt die Gleichung: 

innerhalb der A konjugierten geeignet gewählten Körper 

die i konjugierten Wurzeln ^^,^,...^^, und es besteht die Identität: 

<7) /•(a;) = (a;-|,)(a:-S,)..-(^-|.) (p)- 

Es mögen in derselben Weise: 

die Wurzeln der beiden anderen irreduktiblen Gleichungen g(x) =»0 
und h{x) =^ im Gebiete der^-adischen Zahlen sein; auch diese bilden 
je einen Zyklus von ft bzw. v konjugierten |)-adischen algebraischen 
Zahlen, und es ist identisch: 

(7 a) g(x) ^{x- ri,) (x ^ rj,) . . , (x ^ rj^) (p) 
(7b) hix)^(x^i,)(x-Q {x^Q. (p) 

Setzt man diese Werte von f(x), g{x) und h{x) in die Gleichung (6) 
ein, so ergibt sich die folgende Zerlegung von F(x) in Linearfaktoren: 

{S)F(x)~A,ix-i,)...{x-i,).(x-m)...(.x-v.)-ix-td...(.'>=-t;){p\ 

Es besteht also der Fundamentalsatz: 

Jede ganzzahlige Gleichung F{x) = besitzt fär den Be- 
reich einer beliebigen Primzahl p genau so viele Wurzeln, als 
ihr Grad angibt, und diese ordnen sich in genau so viele 
Zyklen konjugierter j9>adischer algebraischer Zahlen an, als die 
Anzahl der fQr den Bereich von p irreduktiblen Faktoren von 
F{x) beträgt. 
Die Wurzeln eines jeden Zyklus schreiten nach ganzen oder nach 
gebrochenen Potenzen der Primzahl p fort. Der letztere Fall kann 
aber nach dem a. S. 151 bewiesenen Satze nur dann eintreten, wenn 
die dem betreffenden irreduktiblen Faktor f(x), g(x) oder h(x) ent- 
sprechende Eorperdiskriminante durch p teilbar ist. Hieraus folgt 
leicht, daß überhaupt nur für eine endliche Anzahl von reellen Prim- 
zahlen gewisse Wurzelzyklen nach gebrochenen Potenzen derselben 
fortschreiten können. Bildet man nämlich die Diskriminante D{F) der 

He n sei, Theorie der algebraiiclien Zahlen. L n 
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vorgelegten Gleichung (2), so ist sie eine gewöhnliche positive oder 
negative ganze Zahl; sie enthalt also nur eine endliche Anzahl: 



von reellen Primzahlen als Teiler. Ist nun p eine nicht in D{F) ent- 
haltene Primzahl, so ergibt sich aus der Gleichung: 

D{F)^ D(f\x) g{x) Mx)) - ± D{f) D(si)D(h) IP(f,g) E^{g, h) R\h, /), 

daß keine einzige der Diskriminanten D(/1, Dip) und D(h) durch p 
teilbar ist. Nach dem soeben erwähnten Satze folgt also, daß die 
Wurzeln von allen drei hier auftretenden Zyklen nach ganzen Potenzen 
von p fortschreiten. Ist dagegen D{F) durch p teilbar, so folgt aus 
der obigen Gleichung nur, daß gewisse unter den Diskriminanten 

D(f), Big), B{h) 

p enthalten können, daß aber auch sehr wohl die Resultanten durch die 
links auftretende Potenz von p teilbar sein können. Aber selbst, wenn 
eine der drei Diskriminanten etwa D(f{x)) durch p teilbar ist, brauchen 
deshalb die A Wurzeln des zugehörigen Zyklus noch nicht nach ge- 
brochenen Potenzen von p fortzuschreiten, denn die zu f(x) = gehörige 
Eörperdiskriminante braucht ja nicht durch p teilbar zu sein, wenn 
die Gleichungsdiskriminante p enthält. 

Wir wollen eine Primzahl p eine Verzweigungszahl für die 
Gleichimg F(x) « nennen, wenn mindestens ein Zyklus ihrer Wurzeln 
nach gebrochenen Potenzen von p fortschreitet. Dann kann das so- 
eben erlangte Resultat in dem folgenden Satze ausgesprochen werden: 
Ist p eine beliebige Primzahl, so schreiten die n |)-adischeii 
Wurzeln der Gleichung n**° Grades F(x)^0 im allgemeinen nach 
ganzen Potenzen von p fort; nur für eine endliche Anzahl von 
Primzahlen, die sog. Verzweigungszahlen der Gleichung schreiten 
gewisse unter ihnen nach gebrochenen Potenzen von p fort; 
die Verzweigungszahlen sind gewisse unter den Diskriminanten- 
teilem von F(x). 

§ 8. Die zn einer reellen Primzahl gehörigen algebraischen Primteiler. 

Ich benutze jetzt die Resultate des vorigen Paragraphen, um die 
Zahlen eines Körpers K(a) in ihrer Beziehung zu einer Primzahl p 
imter der allgemeineren Voraussetzung zu untersuchen, daß die Grund- 
gleichung für a: 

(1) F(a?)-af+aiaf-»+... + a, = 
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zwar für den Bereich K(i) der gewöhnlichen rationalen 2iahlen 
irreduktibel ist, dagegen fQr den Bereich der ^-adischen rationalen 
Zahlen in irreduktible Faktoren niedrigeren Qrades zerföUt. Und zwar 
will ich wieder annehmen, daß: 

(2) F(x) = f{x)g{x)hix) (p) 

diese Zerlegung von F(x) ist. Ich hatte dann bewiesen, daß die 
Gleichung (1) genau n algebraische p-adische Wurzeln: 

(3) Ol,«,,. . .a;i; ^x + if^x+if'^x^fii «i+/u + i> • • • «« 

besitzt, deren Entwicklung nach ganzen oder gebrochenen Potenzen 
von p fortschreitet, und welche drei Zyklen konjugierter Reihen bilden, 
entsprechend den drei irreduktiblen Faktoren, in welche F(x) in (2) 
zerfallt. Es mögen jene Reihen in (3) so bezeichnet sein, daß die A ersten 
unter ihnen die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, die /x folgenden die 
Wurzeln von g{x) ^0 sind, so daß die v letzten die sämtlichen Wurzeln 
von h(x) = sind. Es sei wieder a irgend eine von diesen n Wurzeln. 
Alle Sätze, welche über die n konjugierten Wurzeln, die eine irre- 
duktible Gleichung ihrer Größe nach besitzt, und über die Eigenschaften 
aller rationalen Funktionen derselben im fünften Kapitel bewiesen wurden, 
gründen sich allein auf die Tatsache, daß für variable Werte von x die 
Identität 

sf+a^af-^ + \- a^ ^ (x — a^){x — a^) • ' • [X — aj 

besteht, imd auf den Fundamentalsatz, daß ein Produkt dann und nur 
dann seiner Größe nach Null ist, wenn einer seiner Faktoren ver- 
schwindet. Da aber, wie wir gesehen haben, sowohl die obige Gleichung 
als auch jener Fundamentalsatz für die j>-adischen algebraischen Zahlen 
erfüllt ist, so bleiben auch alle a. a. 0. bewiesenen Folgerungen für 
den Bereich von p bestehen. Ich werde sie daher im folgenden be- 
nutzen und nun zeigen, in welcher Weise sie uns einen deutlichen 
Einblick in die Natur der algebraischen Zahlen gewähren. 
Ich betrachte die Gesamtheit: 

(4) ^-^(«) 

aller rationalen Funktionen von u mit gewöhnlichen rationalen Koef- 
fizienten, d. h. den durch a konstituierten algebraischen Zahlkörper K(a). 
Da die rationalen Zahlkoeffizienten von q)(a) für den Bereich von p 
gleich periodischen ^adischen Zahlen sind, so ist dieser Körper K(a) 
ein Teilbereich derjenigen |)-adischen Zahlen 

(4 a) y-vW, 
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welche rationale Funktionen von a mit beliebigen, auch nicht periodischen 
rationalen j>-adi8chen Koeffizienten sind. Diese Zahlen bilden den Be- 
reich aller zum Körper K{pj a) gehörigen p-adischen algebraischen 
Zahlen und haben genau dieselben algebraischen Eigenschaften wie die 
Zahlen des Körpers K{a)\ daher sollen von vomherein diese p-adischen 
Zahlen genauer untersucht werden. 

Ersetzt man in der Gleichung (4a) die Zahl a der Reihe nach 
durch ^ly ^t; ' * * ^n9 ^^ erhält man entsprechend die n p-adischen alge- 
braischen Zahlen: 

(5) ^ Yw'Yxi yi^iy'-Yx+f,\ Yx^i,^i,-'Yn7 
wo allgemein: 

(5a) Yk^^ip^i) 

ist. Nach dem a. S. 103 bei Nr. 4 bewiesenen Satze genügen diese 
ebenfalls einer Gleichung n*®" Grades: 

(5b) G{x) = a;"+ Cjaf-i-f • • • + c^ = (a; - yj • • • (rc - yj = (p) 

mit rationalen p-adischen Koeffizienten, und man zeigt jetzt leicht, 
daß G{x) ebenso wie F{x) selbst in drei p-adische Paktoren A*^, ft**® 
und v^ Grades zerfallt, welche entweder selbst irreduktibel oder 
Potenzen irreduktibler Funktionen sind. Jede dieser rationalen Funk- 
tionen y^ =» ^{^k) ^^^^ ^^^^ nämlich genau wie Uj^ auf eindeutig 

bestimmte Weise in eine Reihe entwickeln, welche nach ganzen 

i 

Poteiizen von p oder von dem zu «^ gehörigen ^r^^p'* fortschreitet, 

und deren Koeffizienten eindeutig bestimmte modulo %j^ reduzierte ganze 

algebraische Zahlen sind. Also sind auch die k ersten Wurzeln Yw-Yx 

ebenso wie o^, . . . a^^ konjugierte p-adische Zahlen, und das Produkt: 

fix) ^{x^Yi)-'{^-Yx)-^+ ^1^-' +'- + d, 

ist eine ganze Funktion mit rationalen p-adischen Koeffizienten, welche 
selbst irreduktibel oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion ist, je 
nachdem alle konjugierten Zahlen Yif ^ -Yx ^^^ einander verschieden 
sind oder nicht. 

In derselben Weise sieht man, daß die /li folgenden Wurzeln 

Yx^u-Yx^,. 
einen zweiten Zyklus konjugierter algebraischer p* adischer Zahlen bilden, 
und daß das gleiche f&r die i/ letzten Wurzeln gilt. Hieraus ergibt 
sich auch für G{x) die folgende Zerlegung in drei p-adische Faktoren 
des A*^, ft*~ und v^ Grades: 

(6) G{x)^f{x).g{x)^l{x) (p), 
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wo g{x) und h{x) aus den zum zweiten bzw. dritten Wurzelzyklus ge- 
hörigen Linearfaktoren bestehen. 

Eine jede |}-adische algebraische Zahl y des Körpers 
K{a) genügt also nebst ihren n konjugierten einer Gleichung 
fC^ Grades mit rationalen |}-adischen Koeffizienten, und deren 
linke Seite zerfällt in ebensoviele Faktoren mit rationalen 
Koeffizienten und vom gleichen Grade wie die entsprechende 
Grundgleichung. Jeder von diesen Faktoren ist entweder 
irreduktibel oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion, 
und die n konjugierten Zahlen ^i, ^2» • • • J^« zerfallen in genau 
ebensoviele Zyklen konjugierter Zahlen wie die Zahlen 
a^y , , , a^y so daß jeder Wurzelzyklus die sämtlichen Wurzeln 
y eines rationalen p-adischen Faktors bildet. 
Ich betrachte nun die Wurzeln eines einzelnen, etwa des ersten 
Zyklus, d. h. die k ersten Zahlen 

der Reihe (5) etwas genauer. Sie alle stellen sich in der Form dar: 

(6b) y, « Äf .6, = £(?);r? + £(9 + 0;rf + i + • • • (.'= l,2,...i), 

wo %^ die zu dem Körper K{a^ gehörige Primzahl, und £,. eine Einheit 
dieses Körpers bezeichnet; alle k konjugierten Zahlen (6b) sind dann 
von derselben Ordnungszahl. 

Ich ordne nun diesem ersten, den X Wurzeln «i, «2? • • • ''^ji ^^^ 
ersten Faktors in (2): 

f{x) = (x - «i) . . . (a? - aj (p) 

entsprechenden Wurzelzyklus einen ersten Primteiler f)^ zu, und sage, 
die |)-adische Zahl y ist genau durch pj teilbar, wenn die Wurzeln 
7x17%}' ' '7i geii&u die Ordnungszahl q besitzen, also genau durch 
nH teilbar sind. 

In derselben Weise ordne ich dem zweiten und dem dritten 
Wurzelzyklus: 

oder dem zugehörigen zweiten und dritten Faktor in der Zerlegung (2): 
g{x) - {x-aj,^^) . . . (a?~a;i+^) und h{x) = (a:-a^^^^J ... (rc-aj 
je einen Primfaktor 

zu und sage, die algebraische Zahl y ist genau durch 
PI bzw. pj 
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teilbar^ wenn die ft Wurzeln y^+i, . . . y;i+^ des zweiten Zyklus die 
gemeinsame Ordnungszahl 6, bzw. wenn die v Wurzeln y^+^+i, ••• y„ 
des letzten Zyklus die gemeinsame Ordnungszahl r haben. 

Dann entsprechen also der reellen Primzahl p drei voneinander 
verschiedene Primfaktoren f)^, p^, pj^, die den drei irreduktiblen Faktoren 
f(x), g{x) und h{x) oder den drei Wurzelzyklen (3) eindeutig zugeordnet 
sind, in welche die n Wurzeln der Ghrundgleichung, oder was dasselbe 
ist; in welche die n Wurzeln jeder Gleichung desselben Körpers zerfallen. 

Jede Zahl y des Körpers K{a) ist dann durch eine eindeutig 
bestimmte Potenz eines jeden unter diesen Primfaktoren genau teilbar, 
deren Exponent die Ordnui^zahl der Wurzeln des diesem Divisor 
entsprechenden Zyklus ist. 

Es sei nun ß irgend eine andere Zahl unseres Körpers, welche 
genau durch p^' teilbar ist, so daß also fär die k Zahlen ßi^ . . . ßx 
und ^if ' ' -yi des ersten zu p^ gehörigen Wurzelzyklus für ß und y 
die Darstellungen bestehen: 

ßi-^f^'u ' Yi-^Ur (.-=1,2,. -.1) 

Dann gelten für den ersten zu demselben Primteiler gehörigen Wurzel- 
zyklus von ßy und — bzw. die Gleichungen: 

{ßY\ -ßiYi- ^i^^' ^i < - ^r ^' ^.- y 



(fi- 



iL -.^-e- Ji 



«?-? -5- — »?-? 6, 



ft • •: 



if 



d. h. ßy und y sind genau durch pS"*"^' bzw. pj;~9' teilbar, imd die 

entsprechenden Resultate gelten natürlich für jeden der drei zu p ge- 
hörigen Primteiler py, p^, p^. 

Ist eine Zahl y genau durch p^, durch p^ und durch pl teilbar, 
so wollen wir sagen, diese Zahl sei genau durch das Produkt 

teilbar. Jede Zahl unseres Körpers ist durch ein solches eindeutig 
bestimmtes Potenzenprodukt genau teilbar, dessen Exponenten Qy 6 
und r gleich den Ordnungszahlen der den Divisoren p^, p^, pj^ zu- 
gehörigen Wurzelzyklen sind. 

Sind die beiden Zahlen y und ß bzw. genau durch die Produkte 

teilbar, so folgt aus den soeben durchgeführten Betrachtungen, daß 
Ihr Produkt yß und ihr Quotient -j bzw. genau durch: 
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P/ Pg Ph «°d p^ 'p^ p. 



oder, was dasselbe ist, durch: 

(pxpi)(pu:pt) -^ Hl' 

teilbar ist 

Eine Zahl y hieß algebraisch ganz für den Bereich von p, wenn 
die Gleichung n*^ Grades (5b), welcher sie genügt, lauter modulo|) 
ganze Koeffizienten c^ hat. Aus der Zerlegung (6) für G{x) folgt aber so- 
fort, daß auch die drei Faktoren f{x)y g{x) und h{x) dann und nur 
dann sämtlich modulo p ganze Koeffizienten haben, wenn für G{x) 
dasselbe gilt. Zerfallt nämlich die primäre Funktion G{x) (s. S. 64 (1)), 
in welcher der Koeffizient von af* gleich 1 ist, in das Produkt f{x)g{x) h{x), 

so ist sie nach S. 64 (2) auch gleich dem Produkte f{x) g(x) Ä(a:) von 
drei primären Faktoren, welche sich von den vorigen höchstens um 
Zahlenfaktoren unterscheiden könnten; da sie aber ebenso wie diese 
als Koeffizienten der höchsten Potenz von x die Eins haben müssen, 
so sind sie mit jenen identisch, unsere Behauptung ist also bewiesen. 
Andererseits besitzt nach S. 140 Mitte z. B. der erste Faktor: 

f{x)^x^ + a,x'-'' + '" + a^ 

dann und nur dann modulo p gebrochene Koeffizienten, wenn die zu 
f(x) gehörigen Wurzeln ^i, . . . y;i von negativer Ordnung sind, wenn 
also y den diesem Zyklus zugehörigen Primteiler p^ in negativer 
Potenz enthält und das Entsprechende gilt für die Primteiler p^ und p^. 
Hieraus folgt also der wichtige Satz: 

Eine algebraische Zahl y ist dann und nur dann modulo p 

algebraisch ganz, wenn alle konjugierten Zahlen yi, - - »y^ für 

den Bereich von p von nicht negativer Ordnung sind, oder was 

dasselbe ist, wenn y in bezug auf jeden der zu p gehörigen 

Primteiler eine nicht negative Ordnungszahl besitzt. 

Es sei y eine algebraische Zahl unseres Körpers und es seien 

7i} 7%} ' ' ' 7% ^^ ^ konjugierten p-adischen Zahlen, welchen y für den 

Bereich von p gleich ist. Dann folgt aus (5b): 

(7) 7l7,'"7n-{'-VrCn (P). 

Ich nannte diese rationale- Zahl die volle Norm der alge- 
braischen Zahl y (vgl. S. 104 (5)) und bezeichnete sie durch 

(7a) n(y)-(-l)-c.. 
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Für den Bereich einer jeden Primzahl p ist n (y) also gleich dem 
Produkte aller konjugierten p-adischen Wurzeln. Zum Unterschiede 
wollen wir, wie a. a. 0. schon erwähnt wurde, das entsprechende, 
aber nur über die Wurzeln des einen etwa zu p^ gehörigen Zyklus 
erstreckte Produkt 

(8) yiY%y'"yx^^h^{7) 

die in bezug auf p^ gebildete Norm oder Partialnorm von y 
nennen. Dann folgt aus der Definition der Partialnormen f&r p^, p^ 
und p^ sofort die Gleichung: 

(Sa) n (y) = n^^ (y) • »i^^ (y) • tip^ (y) (p). 

Die volle Norm einer Zahl y ist fOr den Bereich von p gleich dem Produkte 
ihrer Partialnormen in bezug auf alle zu p gehörigen Primfaktoren. 

Ist nun y genau durch das Produkt pjp^^l teilbar, und sind die 
Grrade von p^, p^ und p^ bzw. gleich /J^, g^ und Äq, so ist in (8 a) 
das Produkt rechts genau durch 

(9) p^fo^^Qo-^-^K 

teilbar. Hieraus folgt speziell, daß die Norm einer ganzen alge- 
braischen Zahl y dann und nur dann überhaupt durch die Primzahl p 
teilbar sein kann, wenn mindestens einer der drei Exponenten p, fS 
oder T positiv ist^ wenn also y mindestens durch einen der drei zu p 
gehörigen Primteiler p^, p^, p^ in einer positiven Potenz teilbar ist. 
Ist nämlich y modulo p algebraisch ganz, so kann keiner der drei 
Exponenten Qj 6 und x negativ sein, und sind sie alle drei Null, so 
ist nach (9) auch die volle Norm von y genau durch p^ teilbar. 

§ 4. Der zu einer algebraisclien Zahl gehörige Divisor. 

Ist q eine beliebige reelle Primzahl, so besitzt die unseren Unter- 
suchungen zu Gfrunde gelegte für den Bereich K{1) der rationalen 
Zahlen irreduktible Gleichung: 

(1) F{x) - a;« + a^af -* + • • • + a, = 

für den Bereich von q genau n Wurzeln, welche samtlich algebraische 
jf-adische Zahlen sind. Diese Wurzeln ordnen sich in soviele Zyklen 
konjugierter g-adischer Zahlen, als die Anzahl h der irreduktiblen 
Faktoren mit rationalen g-adisehen Koeffizienten betragt, in welche 
F{x) zerfallt 
Es sei nun: 

(2) F{x)-\{x)lc,ix)-..Kix) (q) 
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jene Zerlegung, femer: 

einer dieser h irreduktiblen Faktoren, und 
{3a) ft, A, • • • ß, 

sei der zu ihm gehörige Wurzelzyklus; diese r konjugierten ^-adischen 
Zahlen schreiten dann nach ganzen Potenzen von x^, x,, . . . x^ fort, 
wenn allgemein x^ der zu K{ß^) gehörige Primteiler von q ist. Jedem 
dieser h Faktoren Jc{x)f oder, was dasselbe ist, jedem dieser h Zyklen 
. (3 a) ordnen wir einen Prim teuer zu. Es seien 

(4) (\u q«, • • • q* 

diese h Primteiler, und mit q werde der zu Jc(x) bzw. zu dem Zyklus 
{ßif ' ' ' ßr) gehörige Primteiler bezeichnet. Ist der zu K^ß^) gehörige 

Primteiler x^^g'*, so ist e, die Ordnung des Primteilers q, ein Teiler 

von r, und es werde wieder: 

(5) r^ef 



Ist 

(6) y-9(ß) 

irgend eine algebraische Zahl des Körpers K(ß) d. h. eine rationale 
Funktion von ß mit gewöhnlichen rationalen Koeffizienten, so ent- 
spricht diesem Primteiler q von q wieder ein Zyklus 

(7) yi, y». • • • yr 

konjugierter g-adischer Zahlen, welche mit den Zahlen des Zyklus (3a) 
durch die Gleichungen 

yi-^(ßi) 

zusammenhängen. Jede dieser r Zahlen y^ ist durch dieselbe eindeutig 
bestimmte Potenz q^ von q teilbar, deren Exponent die Ordnungszahl 
des zu q gehörigen Wurzelzyklus (7) angibt. 

Man erkennt so, daß wir zu jeder reellen Primzahl q eine Anzahl h 
von Primteilem q zugeordnet erhalten, welche jedesmal mit der Anzahl 
der irreduktiblen rationalen Faktoren der Grundgleichung ftir den 
Bereich von q übereinstimmt. Bei jeder algebraischen Zahl y können 
wir angeben, wie oft ein jeder unter diesen Primteilern in y enthalten 
ist; dieser Exponent ist nämlich gleich der gemeinsamen Ordnimgszahl 
aller Wurzeln des zu q gehörigen Wurzelzyklus. 
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Ist y speziell eine ganze algebraische Zahl, d. h. besitzt die 
Gleichung n^^° Grades, der sie genügt, gar keine gebrochenen Koeffi- 
zienten, so ist sie auch in bezug auf jede reelle Primzahl q algebraisch 
ganz, d. h. sie ist durch keinen einzigen Primteiler q in einer nega- 
tiven Potenz genau teilbar. Ist dagegen y nicht algebraisch ganz, so 
ist sie in bezug auf mindestens eine reelle Primzahl q nicht ganz, sie 
muß also mindestens einen der zu g gehörigen Primteiler q in einer 
negativen Potenz enthalten. Wir erhalten somit die folgende charak- 
teristische Eigenschaft aller ganzen algebraischen Zahlen, welche mit der 
entsprechenden Eigenschaft aller ganzen rationalen Zahlen vollkommen 
übereinstimmt. 

Eine algebraische Zahl y ist dann und nur dann alge- 
braisch ganz, wenn sie keinen einzigen Primteiler in einer 
negativen Potenz enthält, oder, was dasselbe ist, wenn ihre 
Entwicklungen far den Bereich einer jeden Primzahl g von 
nicht negativer Ordnung sind*). 
Hieraus folgt leicht der Fundamentalsatz: 

Eine beliebige ganze oder gebrochene algebraische Zahl y 
ist nur durch eine endliche Anzahl von Primfaktoren in einer 
positiven oder negativen Potenz teilbar. 
Dies folgt zimächst für ganze algebraische Zahlen unmittelbar aus dem 
am SchluB des § 3 bewiesenen Satze: Nach diesem enthält nämlich die 
ganze Zahl y dann und nur dann mindestens einen der zu g gehörigen 
Primteiler q, wenn ihre volle Norm n{y) « (—!)*• c^ mindestens 
einmal durch g teilbar ist. Da aber n{y) eine g^nze rationale Zahl 
ist, also überhaupt nur eine endliche Anzahl reeller Primzahlen q als 
Teiler enthält, so ist y wirklich nur durch eine endliche Anzahl von 
Primteilern q teilbar, und durch Bildung der sämtlichen zu g ge- 
hörigen Wurzelzyklen kann man sich stets überzeugen, welche Prim- 
faktoren ^ vdl y überhaupt auftreten und welche Potenz derselben in y 
enthalten ist. 

Es seien nun: 

p\ q*, r«, . . . t- 

die sämtlichen voneinander verschiedenen Primdivisorenpotenzen, welche 
in einer ganzen algebraischen Zahl /) genau enthalten sind — mögen 
diese nun zu lauter verschiedenen reellen Primzahlen gehören, oder 

*) Dieeea Theorem ist anefa das vollständige Analogon sn dem bekannten 
Satse der Funktionentheorie, nach dem eine rationale oder eine algebraische 
Fnnktion einer Variablen dann und nur dann ganz ist, wenn ihre Entwicklung 
in der Umgebung einer jeden endlichen Stelle von nicht negativer Ordnung ist, 
wenn sie also im Endlichen keine Pole besitzt. 
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mögen gewisse unter ihnen nur verschiedene Primfaktoren derselben 

reellen Primzahl q sein, — so will ich diese Tatsache durch die 

Äquivalenz: 

(8) j3~p*q*r' .-. r 

ausdrücken; diese Äquivalenz bedeutet also, daß die zu p, q, r, . . . t 
gehörigen Wurzelzyklen von ß bzw. die positiven Ordnungszahlen 
hykylj . . . m besitzen, während alle unendlich vielen übrigen Wurzel- 
zyklen die Ordnungszahl Null haben, also Einheiten sind. Aus dieser 
Erklärung geht von selbst hervor, daß das auf der rechten Seite dieser 
Äquivalenz stehende Divisorenprodukt eindeutig bestimmt ist. 

Dieselbe Darstellung im Sinne der Äquivalenz besteht natürlich 
auch fQr jede ganze rationale Zahl m, speziell fUr jede Primzahl q, 
und zwar ist: 
(8a) 3-q'i^q? • • • q** 



h ' 



wenn allgemein in dem zum Primdivisor q^ gehörigen Wurzelzyklus 

die zugehörige Primzahl x^ <^ q^* ist, denn in diesem Falle sind ja 
alle n zu g konjugierten Zahlen gleich q selbst, und es ist eben 

q ^ £,- X? . 

Zur Abkürzung will ich im folgenden das auf der rechten Seite 
der Äquivalenz (8) stehende Divisorenprodukt durch einen Buchstaben 
t)^ bezeichnen und b^ den zu ß gehörigen Divisor nennen, so 
daß also 
(9) /J~b^ = p*q*r' ..• t"» 

ist. Dann gehört also zu jeder ganzen algebraischen Zahl ß ein ein- 
deutig bestimmter Divisor b^. Ich nenne b^ femer einen ganzen 
Divisor, weil er keinen einzigen der in ihm auftretenden Primteiler 
in einer negativen Potenz enthält. 

Jede ganze algebraische Zahl ß ist also einem eindeutig 
bestimmten ganzen algebraischen Divisor äquivalent. 
Ein ganzer Divisor b^ bleibt im Sinne der Äquivalenz ungeändert, 
wenn man ihm irgend einen Primfaktor n zur nullten Potenz erhoben 
hinzufügt; denn die Äquivalenz: 

(9a) j3~n®p*q* ... t"» 

besagt vollkommen dasselbe, wie die Äquivalenz (9), nur wird in der 
zweiten Äquivalenz noch explizite hervorgehoben, daß der zum Prim- 
divisor n gehörige Wurzelzyklus die Ordnungszahl Nutt besitzt, was 
Aber auch aus (9) hervorgeht. 
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Es seien nun: 

(10) /3 ~ b^ « p*q* . . • t"», /T ~ b^' - p*'q*' • • • t"' 

zwei beliebige ganze algebraische Zahlen, b^ und b^' die zu ihnen 
gehörigen Divisoren, und wir nehmen diese der Einfachheit wegen 
als aus denselben Primteilem bestehend an, was ja auch erlaubt ist^ 
da ja z. B. falls p in b^ nicht vorkommt, während dieser Primteiler 
in by enthalten ist, eben % » anzunehmen ist. Dann gehört zu dem 
Produkte ßß' der Divisor: / 

(10a) b(^^') « pA+*'q*+*' . . . f^+m'^ 

d. h. das Produkt der den Faktoren entsprechenden Divisoren; denn 
besitzen z. B. die zu p gehörigen beiden Wurzelzyklen von ß und ß^ 
bzw. die Ordnungszahlen h und h', so besitzt nach dem a. S. 166 unten 
bewiesenen Satze der zu p gehörige Zyklus von ßß' die Ordnungszahl 
h -\- h' und das Entsprechende gilt für die übrigen Primteiler q, ... t. 
Da femer unter den obigen Voraussetzungen der zu p gehörige 

Wurzelzyklus von -^ die Ordnungszahl h — h! besitzt, usw., so ent- 
spricht dem Quotienten -^ der Divisor" 
(10b) b^^ = p*-*' • q*~*' • • • r-"«'. 

Ist keine der Ordnungszahlen hy k, . . . m kleiner als die ent- 
sprechende h', k', . . , tHj so gehört also auch zu dem Quotienten 

-&- ein ganzer Divisor; dieser Quotient ist eine ganze algebraische Zahl^ 

d. h. ß ist nach der a. S. 101 Mitte gegebenen Definition algebraisch durch 
ß! teilbar. Ist dagegen auch nur einer der Exponenten von ß kleiner 

als der entsprechende von ß\ so ist ^ eine gebrochene algebraische 

Zahl, und zu ihr gehört ein Divisor, welcher mindestens einen Prim- 
teiler in negativer Potenz enthält. Wir wollen auch solche Divisoren 
in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen und sie als gebrochene 
Divisoren bezeichnen. 

Da wir jede gebrochene algebraische Zahl ß nach dem a. S. 100 (9 b) 
bewiesenen Satze immer als den Quotienten: 

^ = -57 

zweier ganzen algebraischen Zahlen darstellen können, von denen der 
Nenner sogar ^ was aber hier unwesentlich ist, eine ganze rationale 
Zahl ist, so entspricht auch jeder gebrochenen algebraischen Zahl ß 
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eindeutig ein, und zwar ein gebrochener Dirisor b^, und wir erhalten 
ihn, wenn wir die zu y und \ zugehörigen ganzen Divisoren b^ und 
b^ bilden und nach (10b) ihren Quotienten: 

^ = b - bv 

aufsuchen. Da auch jetzt der zu der gebrochenen Zahl ^ gehörige 

Divisor die Ordnungszahlen der zu den einzelnen Primteilern gehörigen 

Wurzelzyklen von ^ bestimmt, so ist auch in diesem Falle der Divisor 

b^ eindeutig bestimmt, und wir erhalten den folgenden Fundamentalsatz: 

Jede algebraische Zahl ist einem eindeutig bestimmten 

algebraischen Divisor äquivalent, und dieser ist ganz oder 

gebrochen, jenachdem die zugehörige Zahl eine ganze oder 

eine gebrochene algebraische Zahl ist. 

§ 5. Theorie der algebraischen Divisoren. 

Im vorigen Paragraphen ist bewiesen worden, daß jede algebraische 
Zahl einem eindeutig bestimmten Divisor 

b = p* q* . . . f" 
zugeordnet ist. Im allgemeinen ist das Umgekehrte nicht richtig; 
wird der Divisor b als ein Produkt von Primteilerpotenzen beliebig 
gegeben, so gibt es im allgemeinen keine Zahl ^ unseres Körpers, 
der b äquivalent ist, für welche also die den Primteilern p, q, . . . t 
zugeordneten Wurzelzyklen die Ordnungszahlen A, 2:, . . . m haben, 
während alle übrigen Wurzeln Einheiten für die betreflfenden Prim- 
teiler sind. Es wird eine Hauptaufgabe unserer späteren Unter- 
suchungen sein, festzustellen, zu welchen Divisoren algebraische Zahlen 
gehören, zu welchen nicht. 

Hierin Uegt ein wesentlicher Unterschied zwischen den rationalen 
und den algebraischen Zahlen: Ist }> eine beliebige rationale Zahl, so 
ist sie, abgesehen von einer Einheit, auf eine einzige Weise als Produkt 
von rationalen Primfaktoren, nämlich in der Form 

t = c|/ 3* . . • r (« = ± 1) 

darstellbar; und damit ist ausgedrückt, daß die der Zahl 6 gleiche 
rationale p-adische Zahl die Ordnungszahl A, die entsprechende g-adische 
Zahl die Ordnungszahl h hat usw., während }> für den Bereich aller 
Primzahlen auBer p, Qy * - • t eine Einheit ist. 

Umgekehrt gehört aber auch zu jedem beliebig gebildeten Divi- 
sorenprodukte 

b=.p*g* ••• r. 
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abgesehen yom Vorzeichen stets eine rationale Zahl b, welche gerade 
diesen Divisor besitzt. 

Ebenso nun, wie es in der Arithmetik der rationalen Zahlen vor- 
teilhaft ist, jede Zahl als Produkt ihrer Primteiler darzustellen, also statt 
der Zahl b ihren Divisor p* g* • • • f" zu betrachten, wollen wir hier auch 
bei allen Fragen der Teilbarkeit durch eine algebraische Zahl ß lieber 
von dem dieser Zahl zugeordneten Divisor b^ als von ß selbst aus- 
gehen. Dabei ist es nun in den meisten Fällen ganz gleichgültig, ob 
es eine Zahl ß gibt, welcher der Divisor b^ äquivalent ist, oder nicht. 
Wir wollen daher, um die Untersuchung der Teilbarkeit der alge- 
braischen Zahlen durch gegebene Divisoren zu erleichtem, von vorn- 
herein diese Divisoren als selbständige Größen in unsere Betrachtungen 
aufnehmen, wie dies in der Arithmetik der rationalen Zahlen von 
selbst geschieht, weil hier alle jene rationalen Divisoren dem Körper 
der rationalen Zahlen angehören. 

Die Elemente unserer Divisoren sind nach wie vor die sämtlichen 
zu den reellen Primzahlen gehörigen algebraischen Primteiler unseres 
Körpers K(a) und ihre positiven oder negativen Potenzen. Auch die 
nullten Potenzen p^ eines beliebigen Divisors will ich mit hinzunehmen 
und hierunter, wie in der gewöhnlichen Arithmetik, die Zahl Eins 
verstehen. 

Ich nenne dann jedes Produkt: 

b =. p* q* . . . r 
von beliebigen positiven oder negativen Potenzen beliebiger Primteiler 
einen algebraischen Divisor des Körpers K(a), indem ich jetzt 
g^nz davon absehe, ob er einer Zahl dieses Körpers äquivalent ist> 
oder nicht Ich werde zuerst die Grundregeln über das Rechnen mit 
diesen Divisoren angeben, und bemerke dabei gleich, daß sie wörtlich 
mit den Vorschriften der elementaren Arithmetik über das Rechnen 
mit den in ihre Primfaktoren zerlegten ganzen und gebrochenen 
Zahlen übereinstimmen. Wir werden dann sehen, wie sehr sich die 
Resultate und Methoden der ganzen Theorie durch die Einführung der 
algebraischen Divisoren vereinfachen. 

Es seien: 
(1) b =- p* q* • • • r*", V =» p*' q*' • • • r"*' 

zwei beliebige aus denselben Primfaktoren p, q, . . . r bestehende 
Divisoren; dann definiere ich genau wie in der elementaren Arithmetik^ 
ihr Produkt und ihren Quotienten durch die Oleichimgen: 
bb' — p*+*' q*+*' • • • r~+"*', 
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Ist einer der beiden Divisoren etwa b' =« p® q® • • • t® = 1 , so will ich, 
wie in der elementaren Arithmetik, festsetzen^ daß b • 1 « b ist, d. h. 
daß ein Divisor ungeändert bleibt, wenn man ihn mit der nullten 
Potenz einer oder mehrerer Primteiler multipliziert. Somit gilt unsere 
Definition des Produktes und des Quotienten zweier Divisoren auch 
dann, wenn sie nicht aus denselben Primteilern bestehen, da man ja 
wie vorher (a. S. 172 oben) z. B. zu b die Potenz p^ hinzufügen kann, 
falls der Primteiler p nicht in b vorkommen sollte. 
Ein Divisor: 

heißt ganz, wenn kein einziger seiner Exponenten g, g\ ... g^^'^ 
negativ ist; ist dagegen auch nur einer dieser Exponenten 
negativ, so heißt er ein gebrochener Divisor. 
Jeder gebrochene Divisor b kann als der Quotient zweier ganzen Divi- 
soren, nämlich in der Form: 

geschrieben werden, wo der Zähler } alle Primfaktoren mit positiven, 
der Nenner n alle Primfaktoren mit negativen Exponenten enthält. 

Einen solchen Bruch b = — können wir uns in seiner redu- 

n 

zierten Form geschrieben denken, in welcher Zähler und Nenner 

keinen gemeinsamen Teiler, d. h. keinen gemeinsamen Primfaktor p 

zugleich enthalten; aber b bleibt auch ungeändert, wenn man den 

Bruch — mit einem beliebigen ganzen Divisor g „erweitert*'; es ist 

nämlich identisch: 

weil die Multiplikation mit dem Quotienten - = 1 den Divisor b 
ungeändert läßt. 

Ein Divisor b heißt durch einen anderen b' teilbar, wenn der 
Quotient: 

(3) -^ = 9 

ein ganzer Divisor ist, wenn also b jeden Primfaktor p ebenso oft 
oder öfker enthält als b'. 

Sind b und b' zwei beliebige ganze oder auch gebrochene Divi- 
soren, so nennen wir den Divisor: 

2>=(b,b') 
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ihren größten gemeinsamen Teiler, welcher jeden einzelnen Prim- 
teiler p 80 oft enthält, als er mindestens in b und b' auftritt. Ist ^ 
so bestimmt, so sind b und V offenbar beide durch 2) teilbar, d. h. 
es ist: 
(3a) b = 3)9, b'-3)fl', 

wo g und g' ganze Divisoren sind, welche keinen einzigen Prim- 
teiler p gemeinsam haben, und die daher teilerfremde oder relativ 
prime ganze Divisoren genannt werden können. Ist z. B.: 

80 findet man 2), indem man jeden der sechs in b und b' auftretenden 
Primteiler, mit dem kleineren von den beiden zugehörigen Exponenten 
versehen, zu einem Produkt vereinigt. So erhält man: 

femer ist: 

b = ^(p*r"ö^t*), b'-3)(q^^«), 

und man erkennt, daß die beiden ganzen Divisoren 
g » p*r"ö4«, g' = q'^* 

in der Tat teilerfremd sind. 

In gleicher Weise kann man auch den größten gemeinsamen 
Teiler: 

(4) S)-(b,,b„...b,) 

mehrerer Divisoren definieren und in jedem einzelnen Falle direkt 
hinschreiben. Sind die v Divisoren b^ sämtlich ganz, also alle 
Exponenten ihrer Primteiler p, q,... positiv oder Null, so ist auch 3) 
ein ganzer Divisor, da er jeden einzelnen Primteiler so oft enthält, 
als er mindestens in allen Divisoren b^ auftritt; sind dagegen nicht 
alle Divisoren b^ ganz, enthält also auch nur einer einen Primteiler 
etwa p in der negativen Potenz p~^f so besitzt S) ebenfalls einen 
Faktor p"^, dessen Exponent h'^h ist, d. h. auch 3) ist ein ge- 
brochener Divisor. Also gilt der Satz: 

Der größte gemeinsame Teiler beliebig vieler Divisoren 

ist dann und nur dann ganz, wenn das Gleiche fQr alle jene 

Divisoren gilt. 

Jedem Primteiler p entspricht eindeutig eine reelle Primzahl p, 

nämlich diejenige, welche durch p teilbar isi Ist f der Orad von p, 

80 setzen wir: 

(5) n(p)~pf. 
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Sind x^, 7C^, , . . jtj^ konjugierte Primzahlen der A zu p gehörigen 
Körper, so ist |/ gleich der in dem Produkte x^x^ . . , x^ enthaltenen 
Potenz von p. Ich will j/ die zu dem Primteiler p gehörige 
Primzahlpotenz nennen. 

Ich erweitere nun den Begriff der Norm auf zusammengesetzte 
Divisoren, und zwar durch die Festsetzung, daß für zwei beliebige 
Divisoren b und b', mögen dieselben ganz oder gebrochen sein, stets: 

<5a) n(b.b') = n(b)n(b') 

sein soll. Hierdurch in Verbindung mit der Definitionsgleichung (5) f&r 
die Norm eines Primteilers ist die Norm eines beliebigen Divisors 
vollstöndig erklärt, denn zunächst ist für eine Primteilerpotenz: 

<5b) „(p*) = (»(p))»=y*, 

und für einen beliebig zusammengesetzten Divisor: 

(5c) w(|>*q* . . . r') -p'*?^* • • • r'S 

wenn p^, g^, • • • r' die zu den Primteilem p, q, • • • r gehörigen Prim- 
zahlpotenzen bedeuten. So ergibt sich also die folgende allgemeine 
Definition: 

Zu jedem algebraischen Divisor b gehört eine eindeutig 
bestimmte rationale Zahl »(b), welche dadurch aus b hervor- 
geht, daß man jeden in b auftretenden Primteiler p, q, . . . 
durch die zugehörige Primzahlpotenz j/, g^, ... ersetzt. 
Hieraus folgt, daß die Norm eines ganzen Divisors eine ganze rationale 
Zahl sein muß; dagegen kann auch die Norm eines gebrochenen 

Divisors b » ganz sein, denn im Zähler und im Nenner von b 

können ja Primteiler p^ und p^ auftreten^ welche zu derselben reellen 
Primzahl p gehören, und die zugehörigen Normen p^^ und p^^ können 
sich ganz oder zum Teile fortheben. 

Ich wende diese Resultate jetzt auf die Zahlen ß des Körpers K(a) 

und die speziellen ihnen zugehörigen Divisoren b^ an. Aus dem 

a. S. 171 flgde. gefundenen Resultate ergibt sich sofort der wichtige Satz: 

Jeder Zahl ß entspricht eindeutig ein ihr äquivalenter 

algebraischer Divisor. Sind 

ß ~ b^^, ß^ ~ b^i' 

zwei beliebige Zahlen, so ist 

ßß'<^bib,,', -J ~-^- 

H«nt«l, Theorie der algebndsolien Zahlen. L ^2 
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In der Tat sind ja die a. S. 172 (10a) und (10b) gefundenen zu /3/3' und -— 

äquivalenten Diyisoren bzw. gleich ^M^ii' und -^ • 

Eine Zahl ist dann und nur dann algebraisch ganz, wenn 
der ihr äquivalente Divisor ebenfalls ganz ist. Jede ge- 
brochene Zahl ß ist äquivalent einem gebrochenen Divisor: 



ß 



rvj 






dessen Zähler und Nenner ganze teilerfremde Divisoren sind. 
Zwei beliebige ganze oder gebrochene algebraische Zahlen 
ß imd ß^ haben stets einen größten gemeinsamen Teiler 

derselbe ist gleich dem größten gemeinsamen Teiler der beiden 
zugehörigen Divisoren. Dieser größte gemeinsame Teiler ist 
dann und nur dann ein ganzer Divisor, wenn ß und ß' beide 
algebraisch ganz sind. 

Ist nämlich auch nur eine dieser Zahlen gebrochen, so enthält ihr 
Divisor ja mindestens einen Primteiler in negativer Potenz, und dasselbe 
gilt dann, wie a. S. 176 unten gezeigt wurde, auch für den größten 
gemeinsamen Teiler. 

Im allgemeinen werden wir uns nur mit dem größten gemein- 
samen Teiler von zwei oder mehreren ganzen algebraischen Zahlen 
beschäftigen. Zwei ganze Zahlen heißen relativ prim oder teiler- 
fremd, wenn die zugehörigen Divisoren teilerfremd sind, oder, was 
dasselbe ist, wenn sie keinen einzigen Primteiler gemeinsam haben. 

Von zwei Zahlen ß und y heißt die erste durch die zweite teilbar, 

wenn der Quotient - algebraisch ganz ist, wenn also b^ durch by 

teilbar ist. Ist auch umgekehrt y durch ß teilbar, so heißen sie 
äquivalent; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn ihre Divisoren 
b^ und by gleich sind. Sind ß und y äquivalent, so ist ß ^ ye, und € 
ist eine algebraische Einheit. Wir nannten eine algebraische Zahl e 
eine Einheit, wenn sowohl sie selbst als ihr reziproker Wert — alge- 
braisch ganz ist Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn der ihr 

zugehörige Divisor b. und der zu — gehörige y ganz, wenn also 

b, ~ 1 ist. 

Eine Zahl £ ist also stets und nur dann eine Einheit^ 

wenn der zugehörige Divisor b, ^^ 1 ist. 
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Es sei nun ß eine beliebige algebraische Zahl, und 

n(Ä-(-l)-6. 

ihre Norm, also b^ das konstante Glied der zu ß gehörigen Gleichung 
6r(y)=»0. Ist dann b^ der ß äquiyalente Divisor, und w (b^) die 
nach der soeben gegebenen Regel gebildete Norm desselben, so folgt 
aus dem a. S. 168 gefQhrten Beweise sofort, daß 

nW = ±n(b^) 

ist, daß also jene beiden Normen abgesehen vom Vorzeichen gleich 
sind. In der Tat, gehören zu irgend einer reellen Primzahl p etwa 
drei Primteiler p^, p^, p^^, und ist ß genau durch das Produkt 

teilbar, so ist nach dem a. a. 0. gegebenen Beweise n(ß)'^ß^ß^"ß^ 
genau durch: 

teilbar, wenn p^^, ^o, j/o die zu den Divisoren p^, p^, p^ gehörigen 
Primzahlpotenzeu sind. Genau dieselbe Potenz von p enthält aber 
nach dem a. S. 177 Mitte gegebenen Bildungsgesetze (5c) auch n(b^); und 
da dasselbe fär jede einzelne reelle Primzahl gilt, so ist unsere Behauptung 
voUstandig bewiesen. Hieraus folgt noch speziell der a. S. 102 bereits 
anderweitig bewiesene Satz, daß die Norm einer algebraischen Einheit 
stets gleich ±1 ist, weil ja der zu einer Einheit gehörige Divisor 
gleich Eins ist. 
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Achtes Kapitel 

Untersuchung der algebraischen Zahlen eines Körpers 
fOr den Bereich eines Primdivisors. 



§ 1. Die äquivalenten Fondamentalsysteme und die äquivalenten 
PrimzaUen für den Bereich von p. 

Die allgemeiDste Aufgabe, auf die sich alle Teilbarkeitsfragen 
zurückf&hren lassen, kann folgendermaßen gefaßt werden: 

Es soll ein vollständiges System aller algebraischen Zahlen 
eines Körpers K(a) gefanden werden, welche durch einen 
gegebenen Divisor b teilbar sind. 
Wir werden leicht zeigen, daß diese allgemeine Aufgabe auf den ein- 
fachen Fall zurückgeführt werdeh kann, daß b^p*" die Potenz eines Prim- 
teilers ist. Diese spezielle Frage läßt sich nun höchst einfach lösen, 
wenn wir das Verhalten der Zahlen des Körpers für den Bereich dieses 
Primteilers überhaupt genauer kennen gelernt haben. 

Ich gehe daher zunächst zu dieser Untersuchung über, und werde 
jetzt zeigen, daß die algebraischen p-adischen 2iahlen fQr den Bereich 
eines Primteilers p genau dieselben einfachen Eigenschafben haben, 
wie sie den rationalen p-adischen 2^hlen in bezug auf die reelle 
Primzahl p zukommen. 

Es sei also p ein beliebiger Primteiler des Körpers K(a), welcher 
zu der reellen Primzahl p gehört, e sei die Ordnung, f der Grad 
dieses Divisors, so daß also 

(1) n(v)^p^ 
ist; endlich werde wieder 

(2) ef-l 

gesetzt. Ich untersuche nun alle rationalen Funktionen: 

(3) /J-9(«) 
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der algebraischen Zahl n^ Ordnung a mit beliebigen rationalen p-adi- 
sehen Koeffizienten. In diesem größeren Bereiche bilden die 2iahlen 
des Körpers K(a)y d. h. die Funktionen von a mit gewöhnlichen ganz- 
zahligen oder rational gebrochenen Koeffizienten einen Teilbereich; 
denn diese sind ja für den Bereich von p allen und nur den Funktionen 
ß=^(p(a) gleich, deren Koeffizienten lauter periodische p-adische 
Zahlen sind. Alle hier abzuleitenden Resultate gelten somit auch für 
die Zahlen von K(a) und auf sie werden sie dann angewendet werden. 
Zu dem Divisor p gehören nun ef^X konjugierte ^-adische 
algebraische Zfthlen 

die einen Zyklus koiyugierter Wurzeln derjenigen Gleichung n^ Qi-ades 

G(y)-o (p) 

bilden, welcher ^ie Zahl ß fQr den Bereich von p genügt. Es sei ß 
eine von diesen A algebraischen Zahlen (4), dann läßt sie sich folgender- 
maßen darstellen: 

(5) ß - «w + «<^)ä + «w«« + . . . (p), 

wo die Koeffizienten eindeutig bestimmte Zahlen eines vollständigen 
Restsystems 

(0) (1) (2) (cj-1) 

(6) «,«,«,... € (C^pf) 

für den Primdivisor p sind, und wo 

1 

(6a) x<^p^ 

irgend eine Primzahl für den Bereich von p, d. h. eine Zahl ist, welche 
einmal und nur einmal durch den Primteiler p teilbar ist. 

Bei der Auswahl der 6 Zahlen des vollständigen Restsystems (6) 
hat man nun eine sehr große Freiheit: Ist nämlich 

(0) (1) (2) (cJ-1) 

(6b) ^, ^7 ny ' V 

irgend ein anderes vollständiges Restsystem für den Körper K(oc) in 
bezug auf den Primdivisor p, dessen Elemente der Einfachheit wegen 
gleich so geordnet sein mögen, daß allgemein: 

(7) ^ = « (mod. p) (•-0,l,...tf— 1) 

ist, so kann man jede Zahl ß auch nach Potenzen von sr, aber so 
entwickeln, daß bei der Darstellung: 

(8) /5-VO) + V'>^ + i2(^)«« + ... (p) 
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Yon ß die Koeffizienten rj^^ nun eindeutig bestimmte Zahlen des 
Systems (6 b) sind. Da nämlich jede ganze Zahl nnseres Bereiches 
modulo p betrachtet einer und nur einer Zahl der Reihe (6 b) kon- 
gruent ist, so kann man ja, falls ß algebraisch ganz ist, auch jetzt, 
wie a. S. 145 (3b), ein System Ton Gleichungen aufstellen: 

ß -iyW + Ä/3(i), 

aus dem sich genau ebenso wie a. a. 0. die Entwicklung (8) von ß 
ergibt; und das Entsprechende gilt, wenn ß in bezug auf p von 
negativer Ordnung sein sollte. 

Von dieser Freiheit in der Wahl der Restsysteme werde ich nun 
Gebrauch machen, um die Entwicklungen der algebraischen Zahlen für 
den Bereich yon p möglichst einfach zu gestalten. Auch schon bei 
den rationalen p-adischen Zahlen 

^ - «0 + «il> + <hP^ H «0^ «1»« • • (P); 

wo die Zi£Fem a^ Zahlen des vollständigen Restsystems 

(9) 0, l,2,...i,-l 

für den Modul p sind, braucht dieses keineswegs immer das passendste 
System zu sein. Für viele Untersuchungen, speziell für diejenigen, 
welche sich auf die Theorie der quadratischen Reste und auf das 
Reziprozitätsgesetz beziehen, ist es z. B. einfacher, statt des obigen 
Systems das folgende: 

(9a) -^, 1,0, +1, ... +^ 

ZU wählen. In vielen Fällen erweist sich das System 

(9b) 0, 1, (o, o«, ... ©P-« 

als noch viel geeigneter, wo cd eine primitive {p — 1)** Einheits- 
wurzel, d. h. eine primitive Wurzel der Gleichung 

a^-i-l=0 (p) 

ist, welche ja eine bestimmte rationale j9-adische Zahl ist; denn wir 
hatten im § 6 des vierten Kapitels bewiesen, daS auch diese Zahlen, 
modulo p betrachtet, den Zahlen (9), abgesehen von ihrer Reihenfolge, 
kongruent sind, also ebenfiEdls ein vollständiges Restsystem modulo p 
bilden. So ergibt sich also der Satz: 

Jede rationale jp-adische Zahl läßt sich auf eine einzige 
Weise in der Form 
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darstellen, in welcher die Koeffizienten ©W entweder (/)—!)*• Ein- 
heitswurzeln oder Null sind, also eindeutig bestimmte Zahlen 
aus der Reihe (9b) der sämtlichen Wurzeln der Gleichung: 

(10) ipp - o; = (i>). 

Alle Sätze der elementaren Zahlentheorie sind einfache Folgerungen ' 
gerade aus dieser Darstellung der Zahlen für den Bereich von p- Ich 
werde zeigen, daß eine unmittelbare Verallgemeinerung dieser Ent- 
wicklung für die Darstellimg der algebraischen Zahlen für den Bereich 
eines beliebigen Primteilers p besteht und zu einer wunderbar ein- 
fachen Herleitung der arithmetischen Eigenschaften aller algebraischen 
Zahlen führt. 

Neben der zweckmäßigen Wahl des Restsystemes (6) für den 
Modul p kann man die Darstellung der Zahlen /3 auch durch die Aus- 
wahl der Entwicklungszahl % in (6 a) ganz wesentlich vereinfachen. In 
der Tat ist jene Zahl % nur durch die Forderung beschränkt, daß sie 
für den Bereich von p eine Primzahl sein muß; jede andere Zahl 

(11) 5r'=-£(i);r + £(«);r« + ..., 

in welcher nur d^^^ eine Einheit sein muß, kann also an Stelle von % 
als Entwicklungszahl gewählt werden. Diese Tatsache werde ich im 
folgenden benutzen, um für n die einfachste unter allen diesen äquiva- 
lenten Primzahlen (11) aufzusuchen. 

§ 2. Die Fundamentalsysteme modnlo p. 

Ich will zunächst zeigen, wie man in dem Bereiche aller p-adischen 
algebraischen Zahlen des Körpers ^^(p, a) ein ebenso einfaches voll- 
ständiges Restsystem modulo p finden kann, wie es für den Bereich 
der rationalen ^-adischen Zahlen und die Primzahl p <1^ System 
(0, 1, (D, oj*, . . . cjP-*) der (p — 1)*^ Einheitswurzeln ist. 

Zu diesem Zwecke leite ich zunächst eine allen Einheiten modulo p 
von £^(|>, a) gemeinsame Eigenschaft her, welche eine direkte Verall- 
gemeinerung des für die ganzen rationalen Zahlen geltenden s. g. 
kleinen Fermatschen Satzes ist. Es sei wieder 

(1) 6, ff, . . . B (tf=l/) 

ein vollständiges System modulo p inkongruenter Einheiten von £^(i>, a), 
und B irgend eine Einheit desselben Bereiches. Dann bilden die 
6 — \ Produkte 
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(la) 



(1) («) (a-1) 



'? 



€B 



ebenfalls ein vollständiges System modulo p inkongruenter Einheiten; 
denn einmal sind diese 6—1 Zahlen sämtlich Einheiten^ und zweitens 
können nicht zwei unter ihnen kongruent sein, da aus einer Kongruenz 

£€ = €£ (mod p)f € = B (mod p) 

folgen würde, was unserer Voraussetzung über das System (1) wider- 
streitet. Da somit die Einheiten der beiden Reihen (1) und (la), ab- 
gesehen von ihrer Reihenfolge, modulo p kongruent sind, so muß das 
Produkt der Einheiten (la) dem der Einheiten (1) kongruent sein, 
und aus der Kongruenz: 

€**~^\6 £...£ ) = [€£'•€ ) (mod p) 

ergibt sich durch Division mit (^ • . . £ ) die Richtigkeit des folgenden 
Satzes: 

Jede Einheit modulo p des Bereiches K{p, a) genügt der 

Kongruenz: 

(2) eP^-^^l (modp). 

Die Kongruenz: 

(2a) ^1*^-1-1 = (modp) 

besitzt also innerhalb des Bereiches K(jp, a) genau so viele 
modulo p inkongruente Wurzeln als ihr Ghmd angibt, nämlich 
alle 6 — 1 -=jp^— 1 modulo p inkongruenten Einheiten (1) dieses 
Bereiches. 
Ebenso, wie die Kongruenz (2a) besitzt auch die Kongruenz: 

(2b) Hy(x) ^x^-x = (mod p), 

deren linke Seite aus der von (2 a) durch Multiplikation mit x hervor- 
geht, genau p^ inkongruente Lösungen, nämlich alle Zahlen 

(0) (1) (a-l) 

«, f, . . . e 
eines vollständigen Restsystemes modulo p; denn zu den Einheiten (1) 

(0) 

ist nur noch die eine Zahl £ = (mod p) hinzugekommen, welche 
ja der Kongruenz (2b) offenbar auch genügt. Da somit: 

H,{x) - ff,® + t- ^7) E,{x) ^ t- ^^) B,{x) (mod. p) 
ist, also H^{x) modulo p betrachtet jeden der 6 inkongruenten Linear- 
faktoren (z — f) enthält, so besteht der Satz: 
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Ist \€, €, £y • ' • £ ) irgend ein Tollslandiges Restsystem 
für den Körper K(a) and den Primteiler p, so bestellt mo- 
dulo p für ein variables x die Zerlegung: 

(2c) H,{x) ~x^-x^ t-'?) (x-'y) ...{x -V) 

(mod p). 
Aus diesem Satze ziehe ich jetzt eine Folgerung, welche viel wichtiger 
ist; als dieses Theorem selbst, und welche uns sofort das einfachste 
vollständige Restsystem modulo p ergibt. Es gilt nämlich der folgende 
Satz: 

Die Gleichung: 

(3) H^(x)^xP^-x^O (p) 

besitzt innerhalb der j9-adischen algebraischen Zahlen von 
K(a) stets p^ voneinander verschiedene Wurzeln 

(3a) ^7 Vy V (^^-r)» 

d. h. es ist identisch: 

xp^-x^(x-^^) (x-^ij) . .. t-V^) (P); 

diese Zahlen [rij rjy - - V ) l>ilden modulo p betrachtet eben- 
falls ein und zwar das einfachste vollständige Restsystem für 
den Körper K(p, a). 

Um diesen Satz zu beweisen, zeige ich, daß zu jeder Zahl s ^ b des 
vollständigen Restsystemes \b, - • - £ ) eine ihr modulo p kongruente 
ri ^ 1^ d. h. eine Zahl 

(4) 1? - « + BX + b'h^ + . . . 

unseres Bereiches geftmden werden kann, welche der algebraischen 
Gleichung (3) genügt. In der Tat ist £ eine Wurzel der Kongruenz 

Hf{x) = (mod p), 

d. h. es ist Sfiß) mindestens durch p teilbar; andererseits ist aber 

H}{x)^pfx^-^-'\ = -\ (modp), 

also S}{i) ist sicher nicht durch p teilbar. Somit ist der Quotient 



\ 
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mindestens von der ersten, jedenfalls von positiver Ordnung modulo p. 
Nach dem a. S. 71 (3) bewiesenen Satze kann man also wirklich inner- 
halb des Bereiches K{p, a) eine Zahl iy =» iy von der Form (4) j&nden, 
welche der Gleichung (3) genügt, imd die zu a»£ modulo p kon- 
gruent ist; und da dasselbe für jede der // Zahlen € gilt, so ist unsere 
Behauptung vollständig bewiesen. 
Da 

xP^-x^ xixf^-^- 1) 

ist, so ist eine der Wurzeln i] von (3) gleich Null; wir wollen iy — 

annehmen. Dann sind die übrigen Zahlen (^; i?; • • • 17 / unseres 
vollständigen Restsjstemes modulo p die sämtlichen Wurzeln der 
reinen Gleichung: 

x^-' = l ip), 

sie sind also alle (f/— 1)*® Wurzeln der Einheit für den Bereich von jj. 
Dieses Resultat scheint mir merkwürdig genug, um einen Augen- 
blick bei ihm zu verweilen. Es zeigt nämlich, daß, wie auch der zu 
untersuchende Körper K(a) beschaffen sein mag, und welche reelle 
Primzahl p auch gewählt werde, die Koeffizienten rj^^ aller jj-adischen 
algebraischen Zahlen dieses Körpers 

(5) ß = V^ Ä'- + ^('• + ^) jtr + l ^ . . . (p)^ 

falls sie nicht Null sind, immer als Einheitswurzeln gewählt werden 
können, und daß ihr Grad (j^ — 1) allein von dem Grade f des 
betreffenden Primteilers p abhängt. Nur diese Einheitswurzeln sind 
also als neue Irrationalitäten dem Bereiche der p-adischen Zahlen zu 
adjungieren, um die Koeffizienten aller überhaupt existierenden alge- 
braischen p-adischen Zahlen zu erhalten.**) Aus diesem Grunde sollen 
im nächsten Paragraphen die sehr einfachen Eigenschaften dieser neu 
einzuführenden algebraischen Zahlen ri genauer untersucht werden. 

§ 3. Die Eigenschaften der Wurzeln der allgemeinen Gleichung 

Es sei ij eine der (p^— 1) Wurzeln der Gleichung; 
(1) ^-i^scP'-^^l (p). 

*) Besitzt dieselbe Primzahl p für einen anderen Körper K(f) einen Prim- 
teiler desselben Grades /*, so besitzt die Gleichung (8) innerhalb des Bereiches 

/(0)(1) (ff-l)\ 

K{p, y) ebenfalls a = j/— 1 Worsehi \t, f, • • • t ), welche den Zahlen (Sa) 
abgesehen von der Reihenfolge für den Bereich Ton p gleich sind. 
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Dann folgt genau ebensO; wie a. S. 81 (3), dafi alle Potenzen (1, i^, iy*, . . .) 
jene Oleichung ebenfalls befriedigen, weil allgemein 

ist; und da die Oleichung (1) überhaupt nur (ö — 1) Wurzeln hat, so er- 
gibt sich genau wie a. a. 0., daß es einen kleinsten Exponenten d gibt, 
für welchen 

(la) v'-l (P) 

ist, und daß die d — 1 ersten Potenzen von rj 

(ib) 1, ,,,»,...,--» 

voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung (1) sind. Ich sage 
wieder, daß die Wurzel tj zu diesem Exponenten d gehört, wenn rj^ 
die kleinste Potenz von rj ist, welche gleich Eins ist. Dann erkennt 
man, daß eine Potenz rj^ von ri danu und nur dann gleich Eins ist, 
wenn k ein Multiplum von d ist. Da aber wegen (1) für jede Wurzel i^ 
ly""^ =- 1 ist, so muß der Exponent (y—l^j}/— 1 durch jeden 
Exponenten d teilbar sein, zu dem eine Wurzel ^ gehört. Es ergibt 
sich also der Satz: 

Jede der (p^— 1) Einheiten Vr Vj • ' - V gehört zu einem 

Exponenten d, welcher ein Teiler von (p^ — 1) oder gleich 

(p^ — 1) selbst ist. 
Es sei nun für jeden der Divisoren d von (p^— 1) ^(d) die 
Anzahl der Wurzeln 17, welche gerade zu diesem Exponenten d gehören, 
60 daß also ^ ((Q => zu setzen wäre, wenn etwa zu dem Exponenten d 
keine einzige Wurzel iy gehören sollte. Da jede dieser {p^ — 1) Wurzeln 
zu einem und nur einem Teiler d von (i>^— 1) gehören muß, so ergibt 
sich ohne weiteres, daß die über alle Teiler d von p^ — 1 erstreckte 
Summe: 

(2) ^i;id)^pf^l 

(rf) 

ist. 

Es sei nun d irgend ein Teiler von (pf — 1), und ich nehme an, 
es existiere wenigstens eine Wurzel ri, welche gerade zu diesem Expo- 
nenten d gehört. Dann ist i^'' == 1, d. h. 1^ ist eine Wurzel der 
Oleichung: 

(3) a^-1-0 (p); 
aber auch die d Potenzen 

(3a) 1, ,, ,»,... ,,"-' 

welche nach (Ib) alle von einander verschieden sind, genügen derselben 
Oleichung, weil ja für jede Potenz if offenbar (iy*)^ — (i^**)* — 1 ist. 
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Da die Gleichung d^ Grades (3) nicht mehr als d Wurzeln haben kann^ 
so gibt es auch keine andere Wurzel von (1), deren d^ Potenz gleich 
Eins ist. Man findet also die Anzahl i^(d) aller zum Exponenten d 
gehörigen Q/ — 1)**° Einheitswurzeln, wenn man die Anzahl der 
Potenzen if in (3 a) aufsucht, welche zum Exponenten d gehören, fär 
welche also keine niedrigere Potenz 

ist. Soll aber für einen bestimmten Exponenten A; i^*^' — 1 sein, so 
muß der Exponent kd^ durch d teilbar sein. Da nun die kleinste 
Zahl {T, fQr welche 

idr = (modd) 
ist, bekanntlich gleich 



{k,d) 



^ 



ist, wo (ky d) den größten gemeinsamen Teiler von k und d bedeutet, 
so erkennt man, daß alle und nur die q){d) Potenzen if von 17 zum Ex- 
ponenten d selbst gehören, fQr welche (A;, d) » 1, d. h. der Exponent kznd 
teilerfremd ist. Existiert also wenigstens eine zum Exponenten d gehörige 
Einheitswurzel 97, so gibt es im ganzen genau q>{d) Einheitswurzeln, 
welche dieselbe Eigenschaft haben. Die Anzahl M^id) aller zu einem 
gegebenen Teiler d von (p' — 1) als Exponenten gehörigen Einheits- 
wurzeln ist mithin stets entweder gleich q){d) oder gleich Null. 

Diese zweite Möglichkeit kann nun f&r keinen Divisor eintreten; 
denn da für die arithmetische Funktion q){d) bekanntlich dieselbe 
Gleichung 

besteht, wie für die Zahlen M>{d)j so kann keine einzige Zahl t{d) » 
sein, da sonst mindestens eine andere Zahl ^{d^> q>{d) sein müßte. 
Es ergibt sich also der wichtige Satz: 

Es gibt genau ^>{d) Einheitswurzeln, welche zu einem 
gegebenen Teiler d von (p^— 1) als Exponenten gehören; da 
q){d) stets mindestens gleich Eins ist, so gibt es also zu 
jedem Teiler d mindestens eine zum Exponenten d gehörige 
EinheitswurzeL 
Von besonderer Wichtigkeit sind die s. g. primitiven (j^— 1)"" 
Wurzeln der Einheit, nämlich diejenigen, welche zu dem Expo- 
nenten (p^— 1) selbst gehören; ich will diese primitiven Einheitswurzeln 
auch primitive Einheiten modnlo )) des Bereiches ^'(jp,«) nennen. 
Welchen Wert auch f habe, immer existieren solche primitiven Wurzeln. 



§ 4. Die Wurzeln der Gleichung a^""* = 1. 189 

Ist rj speziell eine primitive (jp^— 1)** Einheitswurzel, so sind also die 
(j/—l) Potenzen 

(4) 1,,,, ,»,...,*•'-» 

voneinander yerschiedene Wurzeln der Gleichung (1), und da diese 
nur (p^—1) Wurzeln haben kann, so stellen sich alle Wurzeln dieser 
Gleichung als Potenzen von rj dar. Es gilt also der Satz: 

Ist fi eine der (p(jp^—l) primitiven (p^— 1)^" Einheits- 
wurzeln, so ist jede andere (jp^— 1)** Einheitswurzel als Potenz 
von t} darstellbar, und für die Funktion H/ipc) ^ x^ — x be- 
steht also die folgende identische Zerlegung in ihre Linear- 
faktoren: 

Hy(x)=^xP^-x^x(x-l)(x-ri)(x-rj^)'"(X'-riP^-^). (p) 
Da hiemach bei der a. S. 186 (5) angegebenen Darstellung 

(5) ß = l^^'-) Jf + n^r + l)j^r+l^,,, (p) 

der algebraischen Zahlen von K(a) für den Bereich von p alle Koeffi- 
zienten Tj^^^ entweder Null oder Potenzen von i^ sind, so ergibt sich 
endlich der Satz: 

Jede algebraische Zahl ß des Bereiches K(a) läßt sich 
für den Bereich eines beliebigen Primteilers p auf eine einzige 
Weise in der Form (5) darstellen, und die hier auftretenden 
Koeffizienten i^W sind entweder Null oder Potenzen einer 
primitiven (p-^— 1)**"* Einheitswurzel, wenn p vom f^^ Grade ist. 
Aus diesem Grunde soll der Körper K(rjD der primitiven (j/— 1)**° Ein- 
heitswurzeln der zu dem Primteiler p gehörige Koeffizienten- 
körper genannt werden; dieser ist allein durch den Grad /"von p und 
die zugehörige Primzahl p völlig bestimmt. 

§ 4. Die innerhalb K(p) irreduktiblen Gleiclrnngen für die 
(p/_ i)ten Einheits wurzeln. 

Wie jede andere Zahl des Bereiches K{p, a) genügt auch die primitive 
Einheit ly des Koeffizientenkörpers einer Gleichung des X^ef^^ Grades mit 
rationalen p-adischen Koeffizienten, deren linke Seite entweder selbst in-e- 
duktibel oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion derselben Art ist. 
Ich will jetzt zeigen, daß diese Einheit ij nebst den f Potenzen 

(1) 1^, rjP, i?i^, . . . v^-' 
einer irreduktiblen Gleichung f^^ Grades 

(2) 9{x)^(x--ri)(x^riP) ... {x^vp^-'j^O (p) 
mit rationalen p-adischen Koeffizienten genügt 



^ 
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Zum Beweise denke ich mir die den Körper K(rjD bestimmende Funk- 
tion Hy{x) in ihre irreduktiblen p-adischen Faktoren zerl^; es sei: 

(3) Hy{x) ^x^^x^ g{x) g,(x) • • • g,^,(x) {p) 

diese Zerlegung. Da D(Hy{x)) durch p nicht teilbar ist, so sind auch 
die nullten Näherungswerte 
(3a) ^»'(^;, <'(^), • • • ^U^) 

dieser Funktionen modulop betrachtet irreduktibel und alle Toneinander ver- 
schieden (vgl. S.84 *))• Es sei nim if eine bestimmte Wurzel der Gleichung 
H^{x)^0] dann folgt aus der Zerlegung (3), daß if auch eine und 
nur eine der Gleichungen g^(x) » befriedigen muß. Ist nun etwa: 

(4) !7fy) = (p), 

so folgt durch Übergang zum nullten Näherungswerte, daß auch 
(4a) (/(<») (if) = (mod p) 

sein muß. Da aber die Diskriminante D(jg{x)) durch p nicht teilbar 
ist, so ergibt sich auch umgekehrt aus (4a), daß if die Gleichung 
g{x) = befriedigt; denn aus dieser Kongruenz folgt n. S. 155 unten 
für d =« 0, daß die Gleichung g(x) ^ eine Wurzel besitzen muß, 
welche modulo p kongruent r^ ist; da aber diese Gleichung überhaupt 
nur Wurzeln rf besitzt, und da alle diese modulo p inkongruent sind, so 
besitzt in der Tat die Gleichung g(x)^0 dann und nur dann eine 
bestimmte unter den Potenzen rj^ als Wurzel, wenn ^^^{rf) oder, was 
dasselbe besagt, wenn g{rf) selbst auch nur durch die erste Potenz 
von p teilbar ist. 

Hiemach ist es sehr leicht, diejenigen Einheitswurzeln aufzufinden, 
welche zu irgend einer Einheit iq^ für den Bereich von p konjugiert 
sind. Es sei 

(5) g{x)-(i 

diejenige irreduktible Gleichung, deren Wurzel y]^ ist. Erhebt man 

dann die aus giyi^ » folgende Kongruenz: 

(6a) S^\ri,)^Q (mod p) 

der Reihe nach zur p*~, (p*)*®", . . . Potenz und beachtet den a. S. 78 (4 a) 

bewiesenen Satz, so ergeben sich die Kongruenzen: 

(6b) p<»)(,^) = 5^0)«) = • ■ • = ^'\rf/-') s (mod p); 

die folgende Kongruenz fällt wieder mit der ersten (5 a) zusammen, weil 

^ Bndlich folgt aus (8) durch Übergang zu den DiBkriminanten , daß auch 
die Diskrimioanten aller p Gleichungen g^{x) ^ p nicht enthalten, daß also in 
dem Koeffizientenkörper K{f]i) p selbst eine Primzahl ist (s. S. 162 Mitte > 
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Ist also tJQ die Wurzel einer der irreduktiblen Gleichongen 
g(x) = 0, so besitzt diese zugleich die Wurzeln (n^^ 17J, tjf . . .), und 
da sie keine mehrfachen Wurzeln haben kann, so sind alle diejenigen 
unter den obigen Einheitswurzeln, welche voneinander verschieden sind, 
einfache Wurzeln dieser Gleichung. 

Es sei nun in der Reihe: 

7^ die erste Einheitswurzel, welche einer späteren 1^ " gleich 
ist. Erhebt man dann in der Gleichung: 

beide Seiten zur (p^~*)*®° Potenz und beachtet, daß ^;^= i^q ^^^7 ^^ 
ergibt sich: 

(6a) Vo-V^° (P). 

d. h. in der obigen Reihe (6) sind nur die ersten f^ Potenzen von- 
einander verschieden, während 

(6b) ^f/' - Vo, ^'°^' = 1??, • • • r)^°^' = r^, ■ ■ ■ 

ist. In der unbegrenzten Reihe (6) wiederholen sich also die Elemente 

(6c) %. Vif" vt"' 

in derselben Reihenfolge immer wieder, und diese sind alle verschieden. 
Hieraus folgt, daß eine Potenz r^ dann und nur dann gleich ri^ ist, 
wenn der Exponent f durch /J, teilbar ist. Da nun für jedes ri^ 
fj^ ^ % ist, so muß jener kleinste Exponent f^ stets ein Teiler von /' sein. 
Ich will nach einer von Herrn P. Bach mann herrührenden Bezeich- 
nung sagen, eine Einheitswurzel i^g paßt zum Exponenten f^, wenn f^ 
der kleinste Exponent ist, für den iyj^° == rj^ ist. Dann gilt also der Satz: 
Jede Einheitswurzel t^q paßt zu einem Exponenten /j^, 
welcher ein Teiler von f ist. Ist dann 

(7) ^o(^) = 

die irreduktible Gleichung mit rationalen p-adischen Koeffi- 
zienten, welcher i^g genögt, so besitzt dieselbe Gleichung auch 
die konjugierten Wurzeln: 

ihre linke Seite ist also durch das Produkt: 
teilbar. 
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Man kann aber noch weiter gehen und beweisen , daß g(^x) = g{x) 
sein muß^ d. h. daß jene irreduktible Gleichung (7) nur den einen 
Wurzelzyklus {ji^^ ^> • • • ^**~^) ^**- Betrachtet man nämlich das 
entwickelte Produkt g{x) in (7 b) nur modulo p, und beachtet dabei, 
daß jeder der hier auftretenden Koeffizienten S^ von a^ eine ganzzahlige 
symmetrische Funktion der f^ Zahlen r^^ ist, so sieht man, daß jeder 
beliebige unter diesen Koeffizienten: 

modulo p einer der Zahlen 0, 1, • • • p — 1 kongruent sein muß. In der 
Tat ist ja nach dem polynomischen Lehrsatze ebenso wie in (4a) a. S. 78: 

Si{%. ^, • • • rif-y^ S,(i?J, <, . . . %)^S,{7i,. . . . rf^'~') (modp), 

d. h. es genügt jene Zahl S^ der Kongruenz: 

S^-S^^S,{S,-\):- {8-^^=1)^0 (modp), 

woraus die Richtigkeit der letzten Behauptung unmittelbar hervorgeht 
Also hat der nullte Näherungswert modulo )) von g{x) in (7 b): 

nur Zahlen der Reihe 0, 1, • • • p — 1 als Koeffizienten. Enthielte 
nun g{x) noch mehr Linearfaktoren als g{x)y wäre also: 

g{x) - g{x) h{x) (p), 
so ergäbe sich durch Übergang zu den nullten Näherungswerten: 

^'^\x) = g<^){x)U\x) (modp), 

also wegen S. 190 Anm. auch modulo^; d. h. auch ^^\x) besäße 
modulo p betrachtet den ganzzahligen Faktor '^^^^x) von niedrigerem 
Grade, was nach der bei (3 a) gemachten Bemerkung unmöglich ist. 

Jede {p^ — 1)*® Einheitswurzel ly^ genügt also nebst ihren 
f^ konjugierten (ly^, ^J, ... i^J"^*"^) einer irreduktiblen p-adi- 
schen rationalen Gleichung, deren Grad f^ gleich dem Expo- 
nenten ist, zu dem ri^ paßt, und der stets gleich f oder gleich 
einem Teiler Ton f ist. Jede symmetrische Funktion dieser 
f^ Einheitswurzeln ist eine rationale j9-adische ZahL Die 
Funktion H^{x) zerfällt für den Bereich von p in lauter Faktoren 
gi{x)j deren Grad gleich f oder gleich einem Teiler von f ist. 
Aus der Irreduktibilität der Gleichung mit den Wurzeln %, i?J, . . . i?S^°~^ 
für den Bereich von p folgt' nach dem a. S. 131 (5) bewiesenen Satze: 
Jede Gleichung von beliebigem Grade: 

Gi.%) ^ A^r^l + AX'^ + . . . + ^^ „ (p) 
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mit rationalen p-adischen Koeffizienten bleibt richtig, wenn 
man i^^ der Reihe nach durch die konjugierten Zahlen 

%, ^, • • . ^'~^ 
ersetzt. 
Ist i^o""^ speziell eine primitive Einheitswurzel , so paßt sie erst 
zum Exponenten f selber; denn wäre schon rf^'' =>ri und wäre f^Kf, 
so genügte ja rj bereits der Gleichung if^**-^ ^ 1, gehörte also sicher 
nicht zum Exponenten (j/— 1). 

Jede (i>^— 1)** Einheitswurzel ^^ gehört zu einem Exponenten rf^, 
einem Teiler von (p^—l), nämlich dem kleinsten Exponenten, für den 

(8) ,J.-1 

ist; femer paßt ly^ zu einem Exponenten /J,, einem Teiler von f 
nämlich dem kleinsten Exponenten, für den 

(8a) V^^'-Vo also vf-'-T^ 

ist. Diese beiden Exponenten stehen in einer sehr einfachen Beziehung: 

offenbar folgt nämlich aus (8) und (8 a), daß f^ der kleinste Exponent 

sein muß für den: 

(8 b) pfo = 1 (mod rfo) 

ist, d. h. es besteht der Satz: 

Sind d^ und f^ die beiden Exponenten zu denen eine und 
dieselbe Einheitswurzel tjq gehört, bzw. paßt, so ist f^ der 
Exponent, zu dem die Primzahl p modulo d^ gehört. 
Ich wende die bisher gefundenen Resultate auf den einfachsten 
Fall an, daß die den Körper K{a) definierende ganzzahlige Oleichung 
ny^ Grades F(x)=^0 für den Primzahlmodul p irreduktibel ist, d. h, 
daß der nullte Näherungswert F^^\x) modulo p nicht in Faktoren 
niedrigeren Grades zerfölU. Alsdann ist F(x) nach S. 79 unten auch 
für den Bereich dieser Primzahl also a fortiori auch absolut irre- 
duktibel; es ist also in diesem Falle n = A = ef\ Femer ist die Gleichungs- 
diskriminante durch p nicht teilbar, also ist nach dem a. S. 152 Mitte be- 
wiesenen Satze p für den Körper K(a) selbst eine Primzahl, d. h. es 
ist ^ = 1, mithin n ^ f Die f Wurzeln £, f^, . . . Sy_^ dieser Gleichung 

(9) F(x) ^xf+a,xf'' + . . . + a^ = (p) 

für den Bereich von p bilden also einen einzigen Wurzelzjklus. Es sei: 

^^Vo + ViP + %1>* H 

die eine von diesen f Wurzeln; dann sind die Koeffizienten rj. ent- 
weder Null oder eindeutig bestimmte (p^— 1)** Einheitswurzeln, welche 
aUe in der Form: ^ 

He n sei, Theorie der algebndsohen ZaUen. L ^3 
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dargestellt werden können , wenn rj eine primitiTe (j/— 1)^ EinheitB- 
wnrzel ist, nnd die k^ ganzzahlige Exponenten bedeuten. Also laßt 
sich £ anch in der Form schreiben: 

wo 9(17) eine ganze Funktion von 1; mit ganzzahligen p-adischen 
Koeffizienten bedeutet. Da nun die Gleichung 

nach dem a. S. 193 oben bewiesenen Satze richtig bleibt, wenn man 17 
durch 1^, ^''y . . . ff^"^ ersetzt, so besitzt die Gleichung (9) außer a 
auch alle Wurzeln, welche aus b dadurch herrorgehen, daß man in 
den Koeffizienten rii*^ rj* 17 allgemein durch rj'^ ersetzt Da aber 
durch diese Substitution 

r|^^fi' übergeht in i?*^'*» — i?f^ , 
so ergibt sich, daß die Gleichung (9) den folgenden Zyklus Ton 
|>'adischen Wurzeln besitzt: 

« -% +ViP +%P* +•••, 
«i -^ +i?fl> +^P* +•••, 

(10) h --Vf +fifp +rifp^ +..., (p) 

Vi - <"' + v(''p + nf'''p'+ • • • . 

Da femer die aus diesen Zahlen gebildete Funktion 

(^-«)(^-«i) ••• («- Vi) 
als symmetrische Funktion der konjugierten Einheitswurzeln 

(rj, rjP, ... if^'') 
rationale p-adische Koeffizienten besitzt und mit der &Lr den Bereich 
Ton p irreduktiblen Funktion F(x) in (9) einen gemeinsamen Teiler 
hat, nämlich den Linearfaktor x^ s, so muß 

(11) Fix)=.{x-e){x-e,) ••. {x-s,_,) 

sein; jene f ^-adischen Zahlen sind also sämtlich voneinander Ter- 
schieden und bilden eben den zu p gehörigen Wurzelzyklus der 
Gleichung (9). Es ergibt sich also der Satz: 

Die Wurzeln einer jeden Gleichung P^ Grades: 
Fix)^0 (j,), 
deren linke Seite auch modulo p irreduktibel ist, können allein 
durch (p^— 1)** Einheitswurzeln vollsi&idig dargestellt werden. 
Für den zugehörigen Körper K(€) ist also p selbst eine 
Primzahl, und der Körper K(p, f) ist mit dem Koeffizienten- 
körper K(jp, ff) identisch. 



§ 4. Die Wurzeln der Gleichung aP^"^^!. 196 

In Zukanft will ich die zu: 

« = ^0 + ^iJP + ^aJP^ + • • • 
konjugierten Reihen (10) 

^ + ^fp+ ri^p" + • • • (ä:= 1,2, . . . /^-l), 

welche aus a dadurch herrorgehen, daß man jeden der Koeffizienten i^^ 
durch seine f/"-^ Potenz ersetzt, mitunter durch b^^ bezeichnen. Dann 
besitzt also die Gleichung (9) die folgenden f konjugierten Wurzeln: 

(12) £, a^P\ £(>*), . . . £(^"'), 

und es ist stets e^^"^ =- £. 

Die f Wurzeln einer solchen Gleichung sind modulo p betrachtet 
kongruent den Anfangsgliedem: 

(13) %, rf^, ...r{^-^ 

der Reihen (10), und zwar paßt hier ri^ zum Exponenten f selbst und 
nicht zu einem Teiler von /*, weil anderenfalles zwei unter den Zahlen (13) 
modulo jp kongruent wären, was mit der Irreduktibilität Ton F{x) modulo J9 
im Widerspruch stehen würde. Hieraus folgt nach S. 190 oben, daß 
der nullte Näherungswert der Grundgleichung: 

(13a) F^^x) ^{x^ n,) (^ - ^g) • • • (^ - ^"') (modjp), 
d. h. modulo p kongruent einem der irreduktiblen Faktoren f^ Grades 
ist, in welche die Funktion cd^^ — x modulo jp zerfällt; und da nur 
▼orausgesetzt war, daß F^^\x) irgend eine modulo p irreduktible 
Funktion f^ Grades sein sollte, so folgt, daß txP^ — x modulo p be- 
trachtet durch alle für diesen Modul irreduktiblen Funktionen vom 
f^ Grade teilbar isi Ist aber femer ^ irgend ein Teiler von /* =- /© A, 
und 

g{x) = xf<> + S^i^-»"^ H + 5^0 

irgend eine modulo p irreduktible Funktion des f^ Grades, so ist aus 
demselben Grunde g{x) modulo jp betrachtet ein einfacher Teiler von 
a;^'--a;; und diA x^ —x wiederum durch a^"" — x teilbar ist, weil ja 
(|,/o— 1) ein Teiler von jp^— 1 , also jede {pf^— 1)** Wurzel der Einheit 
auch eine (p^— -1)** Einheitsvnirzel ist, so folgt, daß g{x) modulo p 
betrachtet auch ein einfacher Teiler von a^ — x ist. Da endlich 
x^ — X modulo p betrachtet nach dem a. S. 192 unten bewiesenen Satze 
auch keine anderen irreduktiblen Faktoren enthält, als solche, deren 
Grad gleich f oder gleich einem Teiler von f ist, so ergibt sich der 
folgende merkwürdige Satz: 

18* 
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Die FunktiaD if*—x ist Bodalo^ koBgraot dem Pro- 
dukte aller und mir d»- modnlo f irrednktibkB gannahligen 
Fimktioiien. deren 6nd ^eid / oder gidd einem TeOer ron 
f irt. 
So bestritt z. B. far /*-=- 1 die Zeilegirag: 

if — X = xt jr — 1) — \x — f — \) • Bod. p\ 

und die reditB lidbenden Linesr&ktoren sind ja in der Tat alle modnlo p 
inkongmenien Funktionen ersten Grades. Faner ist for /*» 2. p === 2: 

X** — X =« X* — X = tx*— X -r 1) <x-r 1) x «mod. 2\ 

d.h.x' + x+list die einzige modnlo 2 irrednktiUe Funktion z:weit«i 
Giadea. Für /"»S, p»2 «gibt sidi \äAki 

x** — X = X* — X = (X* + X» -r 1) Jf* - X - 1) < X -f 1) X ^mod ?> 

Endlich eriiält man für /*=» 4, p » 2 die Zerlegung: 

x^-x=x^*--x = (x* + x» + x»-rx-fl>(x^-jr^-rl»'X^ + x+i;^ 

<x» + X + 1) \x + 1) X (mod. ?), 

vnd die aeelis leclitB stehenden Faktoren sind die einz^en modnlo 2 
inkongmenten irrednktiblen Fonktiimen Tinten, zweiten und ersten 
Grades. 

§ 5. Die fir dn BerslA Ton p iq[ninl0Mt«n PiiMiaUen %, Ton Kia). 

Die soeb« durchgefohrten Betrachtongen z^gen, daß der Körper 
K(r^ der {p^— 1)*^ Worzdn der Einheit nebst den an ihm gehörigen 
p-adisehen Zahlen: 

^ = ^i« + »JiP+--- 
genügt, am alle auch modnlo p irrednktiblai Gleichnngen fnr doi Bereich 
Ton p zo lösen, deren Grad gleich f oder gleich dnem Tetler Ton f 
ist Aber aoch für die Untersuchong eines algebraischen Körpers K(a) 
Tom n*^ Grade in besag auf einen beliebigoi Primteiler p Ton p ron 
ia ef^ Ordnung and rom f^^ Grade ist jener Koeffiziaitenkörp^ ^(^$^ 
Ton fundamentaler Bedeutung. 

Ich beweise jetzt nämlich, daß jede zu p gehörige Primzahl x 
für den Bereich ron p einer irreduktiblai EisoauBteinschen GHeichung 
^ Grades 
(1) *(:r)-jC+piJ,.,aE'-^ + ...+p<:i-0 (p) 

genfigt, deren Koeffizienten c^ ganze p-adische Zahlen des Koeffizienten- 
kSipers K{i^ nnd, und deren letzter Koeffizient c^ durch p nicht mehr 
ist 



^^ 
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Dies folgt unmittelbar daraus, daß 7t^ ^ ps für den Bereich 
Yon p gleich einer genau durch p teilbaren Zahl von K{a) ist, daß 
also für 7C eine Gleichung 

(2) ^-Pivo + Vi^ + '"+ Ve^i ^-' +Ph) iP) 

besteht, in welcher alle Koeffizienten rj^ Einheitswurzeln bedeuten, und 
^^ Vo^^ ist; hier wird eben das Aggregat aller auf iy,_i5t*"^ folgenden 
Glieder, welche ja alle p enthalten, durch ps^ bezeichnet. Schreibt man 
nun wieder ^j in derselben Form 

^ = Vo + Vl^H hVe-l^'^ + P^i 

und fahrt so fort, so erhält man eine Reihe von Gleichungen: 

^^ PVe-l^"^+ PVe^9^'^+'"+ PVo + P^hf 

(3) pU, ^p^ri'e-l7t''^+pWe-2^'-^ + '" + pWo + P^ ^2, 
P^B^^PS:-!^'-^ +p'Ve^,^-' + . . '+pWo+P^h, 

Addiert man diese Gleichungen, läßt dann die links und rechts stehenden 
Glieder yf,._i fort, und bezeichnet die dann sich ergebenden Koeffizienten 
von 5r*"^, 3t*"*, ... 1, welche ja offenbar sämtlich p-adische Zahlen 

von K(ri) undMultipla von jp sind, bzw. durch — pc^_i, — JP^«-»; P^f 

so ergibt sich für n in der Tat die obige Gleichung (1). In ihr ist 
das letzte Glied 

PCo P(Vo + VoP + '") 

eine genau durch p teilbare ^-adische Zahl von Kirj), da das Anfangs- 
glied tJq sicher eine Einheit ist. 

Die Gleichung (1) für n ist für den Bereich der ^-adischen Zahlen 
von K(ri) irreduktibel, da ihre linke Seite eine Eisensteinsche Funktion 
ist und ihr konstantes Glied nur die erste Potenz von p als Teiler 
besitzt. (S. S. 76 oben). 

Umgekehrt wird durch jede Eisensteinsche Gleichung 

(4) i,{x) -=af + pc^_^af-'+ • • • +pc^^O (p), 

deren Koeffizienten c^ ganze Zahlen eines beliebigen Koeffizientenkörpers 
K{rf) sind, und deren konstantes Glied pc^ nur durch die erste Potenz 
von p teilbar ist, stets eine e*® Wurzel aus p definiert; denn setzt man 

x^p^B in ^{x) ein und dividiert die linke Seite durch jp, so findet 
man, daß die algebraische Größe a der Gleichung: 

e-l e-St j, 

(4a) «• + !>* c,.i5«-i+i> * c,_,£*-«4----+i>'Cif 4-Co-=0 (i>) 

genügt, d. h. b ist wirklich eine algebraische Einheit modulo/>, da 
alle Gleichungskoeffizienten in (4 a) ganze algebraische Zahlen sind, 



^ 
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und das konstante Glied Cq eine Einheit ist. Wählt man in der Gleichung (4) 

ftlr X irgend eine genau durch p <^p* teilbare Zahl^ so ist jedes Glied 



k + — 



f^rf^sf von ^(rr) genau durch die Potenz p**+» ~ ;> « von p 
teilbar, deren Exponent die Ordnungszahl dieses Gliedes heißen soll. 
Alle diese Ordnungszahlen sind voneinander verschieden mit Ausnahme 
der beiden Glieder af und des Anfangsgliedes pd^^ von pc^, welche 
beide die niedrigste Ordnungszahl e besitzen. 

Unter einem Näherungswerte der (p^®))*®*» Ordnung von rlf{x) verstehe 
ich die Funktion %{x), welche aus allen Gliedern von tlf(x) besteht, 
deren Ordnungszahlen gleich oder kleiner als q^^^ sind, so daß also für 



"'"' + lN 



jedes ic ~ p * 

(5) H^)^1'o(^) (modp^"^') 

ist. 

Auch hier will ich nun die Wurzeln der irreduktiblen Gleichung (1) 
mit jp-adischen Koeffizienten von K(rj) dadurch mit jeder vor- 
gegebenen Genauigkeit berechnen, daß ich an ihrer Stelle eine Nähe- 
rungsgleichung: 

(6) ^o(^) -af + p(^^l,^'' + • • '+p(^^^x+pd^)^0 

betrachte, deren linke Seite ein Näherungswert von il;(x) von einer 
gleich anzugebenden genügend hohen Ordnung p^^) ist. Ich benutze 
dazu die a. S. 72 flgde. auseinandergesetzte Newtonsche Annäherungs- 
methode für jp-adische Gleichungen. Der dort gefOhrte Beweis bezog 
sich zwar zunächst nur auf Gleichungen mit rationalen p-adischen 
Zahlkoeffizienten und ebensolchen Wurzeln, aber ein Blick auf ihn 
läßt erkennen, daß er ohne jede Änderung auch für den hier betrachteten 
Fall anwendbar ist, wo die Koeffizienten und Wurzeln algebraische 
p-adische Zahlen des Körpers K(a) sind; nur tritt hier natürlich an 
die Stelle der Primzahl p der zu K{a) gehörige Primdivisor p. 

Um nun die Newtonsche Näherungsmethode auf die Gleichung (1) 
anzuwenden, definiere ich den ersten Näherungswert tCq von tc als 
eine Wurzel der algebraischen Gleichung (6). Dann besteht also für 

ein variables x<^p' die Kongruenz (5). Ich wähle nun zunächst 
p<^^ e; dann ist auch in ^o(^) ^^ Endglied pd^^ von Null verschieden 
und genau durch p f^^p' teilbar; also ist auch %(x) in (6) eine Eisen- 
steinsche Funktion, und der durch die Näherungsgleichung (6) definierte 

Näherungswert n^ von x ist sicher ebenfalls äquivalent p^ . Setzt 
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man femer in der Kongruenz (5) x = ^^y wodurch die rechte Seite 

verschwindet, so wird sicher: 

(6a) ^W = (modpe^''+i). 

Ich will nun die noch zur Verfügung stehende Zahl p^®) so groß 
wählen daß das Newtonsche AnnäherungSTerfahren anwendbar wird. 
Zu diesem Zwecke bilde ich nach der a. S. 72 unten gegebenen Vor- 
schrift die Ableitungen: 

m ,,/(r\ ^^^(^) ^^^^(^) ^^'H^) 



setze in ihnen x^st^^p' und bestimme ihre Ordnungszahlen 
(7a) q', q", (,'", ... P«. 

Diese Ordnungszahlen können hier sehr leicht gefunden werden. Es 
ist nämlich: 



(7b) 






wo allgemein r^ den k^^ Binomialkoeffizienten von r bedeutet. 

Alle rechtsstehenden Summen sind so beschaffen, daß keine zwei 

Summanden einer und derselbeu Zahl .^^^ die gleiche Ordnungszahl 

haben, da alle diese Ableitungen ganze Funktionen von Jt^^^p^ von 
niedrigerem als dem 6^^ Grade sind, deren Koeffizienten nur ganzzahlige 
Potenzen von p enthalten. Niemals können sich also in einer solchen 
Summe zwei Summanden aufheben, da sie alle mit verschiedenen 

1 y.x 

Potenzen von p^ beginnen. Jede dieser e Zahlen .^^^ besitzt also 

i_ 
in bezug auf den Primteüer p ~p' die Ordnungszahl pW ihres niedrig- 
sten Gliedes; diese ist mithin sehr leicht festzustellen. Femer folgt 
aus derselben Überlegung, daß die Ordnungszahlen p', p", . . . p^*) un- 

geändert bleiben, wenn man den ersten Näherungswert n^ durch einen 

1. 
folgenden Xq ersetzt, da ja auch dieser äquivalent p'^ ist. Speziell ist 
die letzte Ordnungszahl (>W offenbar gleich Null, während für alle 
übrigen Ordnungszahlen p<^ die Ungleichungen: 
(8) pW^e-t (t = l,2,...e-l) 
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erftLllt sind, da ja allgemein das Anfangsglied e^srj"' von . ^' min- 
destens durch p*"', alle anderen Glieder aber mindestens durch jp ~ p' 
teilbar sind. 

Ich wähle nun als Ordnungszahl qf^^^ des Näherungswertes ^o(^) 
von ri){pc) die kleinste ganze Zahl, welche die beiden Bedingungen 
erfdUt: 

(9) pW^e, 

(10) ,(0)+l>Maxf-^7-^-:, ^^,--'4a^y 

\_ 
Dann folgt aus der ersten Bedingung, daß der Näherungswert n^f^p' 
ist, und aus der zweiten, nach (7 a) a. S. 73, (wobei zu beachten ist, 
daß hier q^^^+ 1 an die Stelle Yon q getreten ist), daß die Anwendung 
des Newton'schen Verfahrens einen genaueren Näherungswert 

liefert, wo 



^o'(«o) 



mindestens die Ordnimgszahl q^^^+1 — q' hat, und diese ist sicher größer 
als 1, also mindestens gleich 2. In der Tat liefert ja die letzte Be- 
dingung von (10) unter Berücksichtigung von (8) die Ungleichung: 

p(0)+i>_£^^ also p(0)+i_^'>_^^i. 

Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert also für ^r eine Entwicklung 
von der Form: 

Ä-Äo+%^S + %«? + ••• (P); 

und die Auflösung dieser Gleichung nach ^^ ®^^^ Darstellung: 
«0 =" « + Vi^^ + %^ + • • • (P)} 

von Xq durch tc, in welcher ^g, %, . . . wohlbestimmte (p^— 1)** Wurzeln 
der Einheit oder Null sind; also ist die durch die Gleichung ^o(^)="^ 
definierte gewöhnliche algebraische Zahl üCq in der Tat eine zu ?r 
äquivalente Primzahl des Körpers K(pf a). Den so gewonnenen wich- 
tigen Satz spreche ich in der folgenden Form aus: 
Ist 
(11) H^)^Q (p) 

die GUeichang, welcher irgend eine Primzahl des Körpers K(a) 
genügt, und besitzen die e Zahlen: 

(IIa) -j-, -jj-, -^— 
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bzw. die Ordnungszahlen q, q\ . . . q^'\ so kann man an Stelle 
der Gleichung (11) ihren pW-*®" Näherungswert 

(IIb) ^W(a;) = 

zur Definition der Primzahl jenes Bereiches benutzen , wenn 
die Ordnungszahl qf^^"^ die kleinste ganze Zahl ist, für welche 

(llc) p«»+l>Max{^^^, ^^,---^f) 
ist. 
In diesem Satze konnte die erste Bedingung q^^'^ ^ e in (9) fortge- 
lassen werden, da sie in der zweiten enthalten ist; in der Tat folgt sie aus 

da (»(')= 0, Q>e-l ist. 

§ 6. Die einfachsten Gleichungen für die Primzahlen n innerhalb des 
Koefflzientenkörpers K{ri), 

Im allgemeinen wird nun die Gleichung: 

%{x) ^ af + p6^l^af-^+ ' ' ' + ptf^Q y 

welche wir zur Definition der Primzahl x^ wählen können, ganz außer- 
ordentlich einfach; sie reduziert sich nämlich auf eine reine Gleichung: 

(1) ^-pri^-O, 

wo 1^0 eine von der Natur des betreffenden Primteilers abhängige 
{jß^— 1)*" Einheitswurzel ist. Und zwar ist diese äußerste Verein- 
fachung der Gleichung für n^ nur in dem ganz singulären Falle nicht 
möglich, wenn e, d. h. die Ordnung des Primteilers p durch die Prim- 
zahl p selbst teilbar ist. Da ef^ X ^n ist, so kann dieser Ausnahme- 
fall überhaupt nur für sehr wenige Primzahlen Yorkommen, welche 
kleiner als der Grad der Grundgleichung sind. Aber gerade diese ganz 
singulären Fälle zeigten bisher bei der Untersuchung Anomalieen, welche 
mit Hilfe der früheren Theorieen nicht zu beseitigen waren, während 
bei dem hier befolgten Verfahren niemals eine Ausnahme für die später 
abzuleitenden Resultate vorkommen wird. 

Von der größten Wichtigkeit ist aber der zunächst zu betrachtende 
Normalfall, daß e durch p nicht teilbar ist. Es sei in der Gleichung 
für ä: 

. t{ix^) -^ af + pc^^^sf-^ -] hjpCo=-0 

e kein Multiplum von p; dann ist zunächst die Ordnungszahl q' der 
ersten Ableitung: 
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genau gleich e— 1^ da das erste Glied diese Ordnungszahl hat und 
alle folgenden mindestens durch p<^p' teilbar sind. Genau ebenso 
folgt allgemein^ daß die Ordnungszahl (>('*) von 

Ä = e,«'-' + pc,_,(e-lX«'-'-» + ... 

gleich oder größer als c — i ist. 

Also ist in diesem Falle allgemein: 

JQ-Q^"^ t(e -l)-(e-0 

Wählt man also fiir ^(x) den ^^ Näherungswert von il^(x\ so folgt aus 
(11c) a. vor. S., daß die durch die Gleichung ^o(^) "^ ^ definierte Zahl n^ 
ebenfalls eine Primzahl modulo p für den Bereich von K(a) ist. Nun 
sind aber in il}(x) alle Koeffizienten außer dem von af und dem An- 
£Bmgsglied von pc^ von höherer als der e*^ Ordnung; bezeichnet man 
also dieses letztere Glied mit —prjQ, wo rj^ eine eindeutig bestimmte 
(p/_- l)te Einheitswurzel ist, so genügt in diesem Falle wirklich die 
Entwicklungszahl Xq der reinen Gleichung: 

K-PVo-^ (JP) 
w. z. b. w. 

Auch die (j/-—!)^ Einheitswurzel tj^, welche in dieser reinen Glei- 
chung als Koeffizient von p auftritt, kann noch wesentlich reduziert 
werden. Es sei rj eine primitive (p^— 1)** Einheitswurzel und 

Ersetzt man dann Xq durch die äquivalente Primzahl: 

so genügt X offenbar der reinen Gleichung: 

(2) n' = i?*o+'*2> = ^^*.+»*+(/-i)*' ,p ^ 

wo k und k' ganz beliebig angenommen werden können, da i;^ ~^^ stets 
gleich 1 ist. Es sei nun 

eo^(e,pf-l) 

der größte gemeinsame Teiler von e und (p^— 1), dann kann man k und k' 
stets so bestimmen, daß ek + (j/— 1)*'= fie^ ein beliebiges Multiplum 
von Bq wird. Wir können nun diesen Multiplikator fi auf eine einzige 
Art so wählen, daß der Exponent von iy in (2) nicht negativ und kleiner 
als Cq wird. Bezeichnen wir diese eindeutig bestimmte Primzahl ü jetzt 
durch JT, so ergibt sich der folgende interessante Satz: 
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Ist p ein Primteiler einer reellen Primzahl p vom Grade f 
und der Ordnung e^ und ist e durch p nicht teilbar^ so existiert 
in dem Körper K{a) stets eine zu p gehörige Primzahl jc^ 
welche der reinen Gleichung: 

(3) , Tt^^lfop 

genügt; hier bedeutet ri eine primitive {p^— 1)** Einheits- 
wurzel, femer k^ eine der Zahlen (0, 1, 2, ... e^— 1), und 
endlich ist: 
(3a) e,-(c,p/-l). 

1. 

Im wesentlichen ist also % gleich p* , aber im allgemeinen tritt 
eben noch jene Einheitswurzel r^ hinzu, welche durch eine veränderte 
Wahl von ä, wie wir sehen, nicht fortzuschaffen ist. Nur dann wird 
jene Einheit immer fehlen^ wenn e und (p^— 1) teilerfremd, wenn also 
e^ » 1 ist. Die Anzahl der in diesem Sinne nicht aufeinander redu- 
zierbaren Körper ir(p, a) ist also gleich dem größten gemeinsamen 
Teiler von e und jp^— 1, falls e durch jp nicht teilbar ist. 

Ich betrachte jetzt den allgemeinsten Fall, daß die Ordnung e des 
Primteilers p durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar ist; es sei: 

(4) e^v^e^. 

Dann zeige ich, daß man die Gleichung des (jp^e^^^ Grades für % auf 
die Auflösung einer reinen Gleichung des Grades e^ in dem Körper K{ri) 
und einer Gleichung vom (j^)^^ Grade reduzieren kann. Zu diesem 
Zwecke betrachte ich neben der Primzahl % ihre (i>*)*® Potenz: 

(5) 7C^ = 77. 
Führt man dann in die Gleichung für %: 

(6) ^{%) -^ + pc^_^^'^+' • • +pCo= 

diese Primzahlpotenz 77 ein, so läßt sich jede in ihr auftretende Potenz 
von Ä in der Form schreiben: 

wo Ä^o^^o; ^0*^1^ ^'^*' Ordnet man die so sich ergebende Gleichung 
nach Potenzen von 77, so. erhalt man für 77 eine Gleichung: 

(6a) gr(77)«77^ + pC,^_,/7.o-i+...+^Ci77 + i>Co=-0, 
wo die Koeffizienten C^ offenbar die folgende Form haben: 

(6b) c- 4" + c(o« + • . • + c'-^_y-\ 
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und wo Cq wieder eine Einheit ist, da ihr Anfangsglied gleich c^ in 
der Gleichung (6) für Jt ist. Also genügt U ^ nf zunächst der 
Eisensteinschen Gleichung vom Grade e^i 

(6c) ^(X) == X^+ pC,^_,r«"' + . . . +^Co= 0, 

deren sämtliche Koeffizienten (7,. ganze algebraische Zahlen des Körpers 
K{€y 7t) sind, und in deren letztem Gliede Cy, eine Einheit modulo p ist. 
Ich führe nun zur Auflösung dieser Gleichung eine Wurzel 11^ der 
Näherungsgleichung : 

(7) ^«)(X)=X'*4-M'^=0 

ein, wo cjj^^ den nullten Näherungswert von CJ,, also das Anfangs glied 

1 
vonc^in '^{x) bedeutet. Dann ist auch UQ^^IIr^p^'», und man zeigt genau 
wie vorher, daß man durch das Newtonsche Näherungsverfahren 77 
in der Form 

(8) 77=^,(1 +Vä + i,'V+...) (p), 

also aach umgekehrt 

^^(l +%« + ■•■) (P) 

darstellen kann, wo i?i, %, • . . wohlbestimmte (j/ — !)*• Einheitswurzeln 
bedeuten. 

Daß das Newtonsche Näherungsverfahren in diesem Falle an- 
wendbar ist, erkennt man sofort: Von den sukzessiven Ableitungen: 

y'(^„) = eoi^»-» 4- p{e,- 1) C^_, iTj-« +...+pC„ 

(9) v:^ ^ (e^^^nr* + p{e,- 1), C^_, nr'+ ••■+PC, 



ist nämlich die erste, da e^ p nicht enthält, genau durch 775>~^ teilbar, 

während von den späteren allgemein — ^r-^ mindestens 77J>"' enthält. 
Da endlich 

(9a) !f^(77o)-(77S>4-M'0 +l>C^-i^r'+ * ' ' +l>^i ^o + p(C^o-^'0 

offenbar mindestens durch pn teilbar ist, so ergeben sich in diesem 
Falle für die Ordnungszahlen pW die Werte: 



I 
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q' =(Co-1)p', 

(10) ; : 

da somit allgemein: -^r^-?— ^ ^ol^* ^^^; ^^ ^^^ ersichtlich: 
(lOa) pW+l>Max('X^), 

und damit ist die Anwendbarkeit des Newtonschen Approximations- 
verfahrens erwiesen. 

Es sei nun 77^ eine der e^ Wurzeln der reinen Gleichung: 

(11) ^•+M'^ = 0; 

dann folgt aus (8), daß für %^ ^ 11 iae folgende Darstellung besteht: 

Ä^- 77o(l + V^ + V'^*+ • • • + ly^'^-^^Ä^-^ + iloO, 
wo zur Abkürzung 
(12) !>• = P 

gesetzt ist, und wo TI^^b^ genau wie in (2) a. S. 197 das Aggregat 
aller auf i^^'^'^^ä'*"^ folgenden Glieder bezeichnet. Schreibt man nun 
wieder b^ wie a. a. 0. in derselben Form: 

# + i?> + • • • + rt{-^^7t^-^ + n^B^ 

und fahrt so fort, so erhält man genau die a. a. 0. mit (3) bezeich- 
neten Gleichungen, in welchen nur TIq an die Stelle von p getreten 
ist; aus ihnen ergibt sich also, daß % jetzt einer Eisensteinschen Glei- 
chung von der folgenden Form genügt: 

in welcher die Koeffizienten c^^^rj^pll^-^ ganze jp-adische Zahlen 

des Körpers Kiyiyll^ sind, und wo Cq eine Einheit modulo/) ist. 

Ist also e = p^Bq durch eine beliebig hohe Potenz von p 
teilbar, so genügt jede Primzahl des Bereiches K{a) einer 
Eisensteinschen Gleichung des P=«|>*-*««* Grades von der Form: 

(13) ^o(^) -^''+ n^Cp^^x^-^ + • • • + n^c,x + /7oCo= 0, 
in welcher 11^ eine der e^ Wurzeln der reinen Gleichung: 
(13a) X'o = l)i?o 

und % eine (j/ — 1)** Einheitswurzel bedeutet. 
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Nur diese Gleichungen des p*^"^ Grades sind jetzt also noch nach 
der im § 5 dargelegten Methode zu yereinfachen. Ich betrachte zu- 
nächst den einfachsten Fall, daß die Ordnungszahl e des Primteilers p 
gleich BqP ist; daß also die Gleichung für die algebraische Primzahl ^ 
die Form hat: 

(14) tl;{x) ^af+ n^c^_,xP-^+ • • • + n^c,a*+ • • • + H^c^^O, 

wo iJ^j '^ jp*o ~ 31^ ist. Es sei nun II^Cj^t^ das Glied des niedrigsten 
positiven Grades, dessen Koeffizient Cj^ nicht mehr durch TZq teilbar ist. 
Bildet man dann die Ableitungen 

(14a) ^-=Ä^-'+--- + iIo^A^-'+--, (t«2,...p-i> 

^M 1 

so beweist man leicht die Richtigkeit der folgenden Behauptungen: 
Erstens ist die Ordnungszahl von t\^) 

(15) Q^p + h-1, 

weü das Glied n^Cj^-Tc^"^ genau durch pp+*-i teilbar ist, während 
alle vorhergehenden Glieder eine höhere Potenz von p enthalten und 
alle folgenden sogar mindestens durch n\ <^ p'^ teilbar sind. 

Zweitens ist allgemein für die Ordnungszahlen qf^^ aller Ableitungen 

Ä bei i-2,3,...i)-l: 

(15a) P^'^^l> + *-^ 

da in dem mit IIqT^'* multiplizierten Element niedrigster Ordnung der 
Binomialkoei&dent Tc^ nur dann durch p teilbar ist, wenn er gleich 
Null, wenn also »>A; ist; ist dies aber der Fall, so tritt an die 
Stelle dieses Gliedes ein anderes U^Cj^'T^'^* von kleinster Ordnung, fQr 
welches k' >k ist, während alle vorhergehenden und folgenden Glieder 
wieder höhere Ordnungszahlen haben. 

Drittens ist für die p^ Ableitung offenbar: 
(15b) 9<') - 0. 

Also ist in diesem Falle 

(15c) 
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In diesem Falle muß also für die Ordnungszalil p^®^ des Näherungs- 
wertes die kleinste ganze Zahl gewählt werden, für welche: 

(I5d) p(0) + i>^ + Ä + _A_. 

ist. — Ich unterscheide jetzt folgende drei Fälle: 

I) k<p-i ^<i- 

Dann ist jene kleinste Zahl offenbar pW=«jp + Ä;; läßt man in ^(:r) 
alle Glieder fort, deren Ordnungszahl größer ist als die von n^^y so 
ergibt sich die reduzierte Gleichung: 

(16) %{x) - a^ + n^rik^ + iZoi/o « 0, 
wo 1^4 und 1^0 (p^— 1)** Einheitswurzeln sind. 

II) jfc — i) - 1, dann folgt aus (15d): pW + 1 > 2jp, also p^)- 2p. 
Also wird in diesem Falle die reduzierte Gleichung: 

(16a) ^o(^) - ^ + n.rj^-i^-' + ^o(^o + ^oi) == 0- 

III) Ä-jp, dann muß Q(^^+l>2p + l+ -^, also (>W— 2jt>+l sein. 
Also wird jetzt 

(16b) toi^) = ^ + n,^ri,x+ n,(ri, + n^rj',) - 0. 

In allen Fällen wird also ä hier durch eine sehr einfache trinomische 
Gleichung definiert. 

Ich betrachte jetzt den allgemeinsten Fall, daß: 

(17) e^p'eo 

durch die s^ Potenz von p genau teUbar ist Dann genügt also st der 
Eisensteinschen Gleichung des e**^ Grades: 

(18) tix) - ^ + pc,^,7i^'^ +pc^_,7t'-^ + . . . +pc^ - 0, 

welche wir durch eine reine Gleichung des e^^ Grades und eine neue 

Eisensteinsche Gleichung des — «— (j/)***" Grades ersetzen könnten. Da 

aber die nun anzugebende Reduktion unabhängig von dem Grade der 
zu reduzierenden Gleichung ist, so will ich gleich für die vorliegende 
Gleichung (18) untersuchen, von welcher Ordnung q^^^ die Näherungs- 
gleichung tlf^ix) » gewählt werden muß, damit die Primzahl x 
durch die ihr äquivalente Wurzel stQ jener Näherungsgleichung ersetzt 
werden kann. 
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ersetzt wird. Da femer jede symmetrische Funktion 

dieser e konjugierten Zahlen auch eine symmetrische Funktion von 
{7t^^\ ••• Ä^®^), also eine />-adische Zahl des Koeffizientenkörpers K(ri) ist, 
so genügt die Zahl ß^^^ nebst ihren konjugierten ß!^\ • • • ßf^ einer Glei- 
chung 6*^ Grades: 

(6) </(y,i?) = (y - m (y - m ■■■{y- m 

mit |)-adischen Koeffizienten des Koeffizientenkörpers K{rj), deren linke 
Seite ein Teiler der rationalen |)-adischen Funktion ef^^ Grades G(y) 
in (1) ist. 

Die so sich ergebende Gleichung: 

(7) • G{j,) = g{y,n)G(y,n) 

bleibt nun nach dem a. S. 192 unten bewiesenen Satze richtig, wenn 
man in ihr die Einheitswurzel 17 durch ihre f modulo p konjugierten 
^;^^^;"'T ~ ersetzt, und aus den so sich ergebenden /* Glei- 
chungen: 
(7a) G(y)-<;(y,/)G(y,/) (i = o.i,-. Y-D 

folgt, daß ö(y) auch durch jede der f konjugierten Funktionen e**^ 
Grades: 

teilbar sein muß. Nun ist endlich das Produkt jener /* Funktionen: 

ö^(y) =- 9{y. v) ' 9{yy ^) • • • giy. ^'') 

als symmetrische Funktion der f konjugierten Zahlen rj^ eine ganze 
Funktion des A == ef^ Grades von y mit rationalen |)-adi8chen Koef- 
fizienten, und diese hat mit der irreduktiblen Funktion V^ Grades 6r(y) 
den Teiler flf(y, iy) gemeinsam; also muß 6r(y) = S-(y) sein, wenn man 
noch hinzunimmt, daß in beiden Funktionen die Koeffizienten von y^ 
gleich Eins sind. Es besteht somit die Gleichung: 

(8) G{y) - 9{y, n)' oiy^rf) - - flf(y, r/" ^ , 

d. h. die k konjugierten |>-adischen Zahlen ß^, ß^, - - - ß^^ sind identisch 
mit den Wurzeln der f Gleichimgen e***^ Grades: 

(9) g(j,^ rj^^O (* = o,i,.../^-i). 
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Alle diese ß/* Wurzeln sind voneinander yerschieden^ weil dasselbe von 
den ihnen gleichen Zahlen ß^y' ' ' ßx S^^- Hieraas folgt leicht, daB die f 
Oleichungen e^^ Grades (9) innerhalb des Koeffizientenkörpers K{ri) irre- 
duktibel sind. Diese Tatsache braucht nur für eine dieser f Gleichungen, 
etwa für die erste bewiesen zu werden; denn zerfiele z. B. die letzte in 
zwei Faktoren niedrigeren Grades^ so würde aus der Gleichung: 

durch die erlaubte Verwandlung von rj in if 

9{y, v) -- 9i{y, i") 92{yyV^) 

folgen, g(iff rf) wäre also ebenfalls zerlegbar. 

Angenommen nun, g(y, 17) sei zerlegbar und 

sei eine Zerlegung dieser Funktion in zwei Faktoren niedrigeren Grades; 
ist dann ß^^ eine Wurzel der Gleichung A(y, iy) = 0, so muß die Glei- 
chung h(ß^\ iy) = richtig bleiben, wenn man ß^^ durch die e kon- 
jugierten Wurzeln ß!^\ • • • ßf^ ersetzt, und da diese alle voneinander 
verschieden sind, so ist die Annahme, daß g{y, rj) einen Teiler niedrigeren 
Grades besitzt, falsch. Es ergibt sich also zunächst der Satz: 

Die irreduktible Funktion A*®° Grades G(y) mit rationalen 
p-adischen Koeffizienten, der eine beliebige Zahl ß des Körpers 
K{a) für den Bereich eines Primteilers p von p genügt, zer- 
fällt uuter Adjunktion des Koeffizientenkörpers -K^(j^) in f irre- 
duktible konjugierte Faktoren e*^ Grrades. 
Es seien nun allgemein: 

ßi'\ ^i*>, • • • ß^:^ 

t 
die e Wurzeln der irrduktiblen Gleichung 

5(y,/) = (y-ft*>)(y-Ä*>)---(y-Ä*>)=-o. 

Da sich die linke Seite dieser Gleichung aus 

durch die Verwandlung von rj in if^ ergibt, so gehen ihre Wurzeln 
aus den Reihen ßf^ durch dieselbe Substitution hervor. Macht man 

14» 



■^ 
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diese Substitution bei den Wurzeln ß^^\ • • • ßf^^ in (5), so erhält man 
für den zu y(y, y) gehörigen ünterzyklus die folgende Darstellung: 

(10) ^'' = ^ + ^<' + 'S* 4*'' + • • • (p) 

und hier sind die zugehörigen Primzahlen ä^*), ä^*\ • • • n^^^ die e kon- 
jugierten Wurzeln der Gleichung: 

(11) M,{x, ^)=3f +p<^ü,af-^ + • • • +M*' = 0» 

deren linke Seite aus (4) dadurch hervorgeht; daß 17 durch rf^ ersetzt 

wird. Es ergibt sich also der folgende Satz: 

Ist p ein Primteiler einer reellen Primzahl p für den 
Körper K{a), dessen Ordnung e und dessen Grad f ist^ und ß eine 
Zahl dieses Körpers, so zerfallt der e/'-gliedrige Zyklus der zu 
p gehörigen konjugierten |>-adischen algebraischen Zahlen unter 
Adjunktion des Koeffizientenkörpers K{ri) in f ünterzyklen: 



(12) 



ft»>, m • • • r 

|3a-i),^/-i),...^(/- 



von je 6 fOr den Bereich von K{ri) konjugierten p-adischen 
Zahlen. Die e Zahlen ßf(^^ . . . /3(^) eines solchen ünterzyklus 
gehen aus der ersten /)(*> dadurch hervor, daß die Entwicklungs- 
zahl ^*^ durch ihre fQr den Bereich von K{ri) konjugierten 
srf), . . . 3f(*) ersetzt wird, und die Zahlen aller f Unterzyklen 
ergeben sich aus den entsprechenden des ersten Zyklus dadurch, 

daß für ri der Reihe nach die konjugierten Zahlen i?',^, •••i?'^"^ 

substituiert werden. 
Die Entwicklungen (10) der e Wurzeln (/?<*), /Jf>, • • • /?<*)) gehen 
dadurch aus den entsprechenden Reihen (5) für {ß/^\ ßi\ ' ' ' ft^^O 
hervor, daß in den letzteren die Koeffizienten i^^, ^u ''ItJ ' ' ' durch 
ihre (p*)**° Potenzen ersetzt und zugleich die Wurzeln (äJ^>, • • • wj^^) 
der Gleichung ^(a:, ly) =• in (4) durch die Wurzeln (3r^j*>, • • • jtJ,*)) 
deijenigen Gleichung ^(a:, r/^) — in (11) ersetzt werden, deren linke 
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Seite aas der vorigen durch dieselbe Vertaaschung der Einheiten rj 
mit ihren (]f)*^ Potenzen hervorgeht. Aus diesem Grunde will ich in 
konsequenter Erweiterung der a. S. 195 oben eingeführten Bezeichnung 
die ef konjugierten p-adischen Reihen (12) auch mitunter durch: 

ßiy ß%7 "' ße} 

ß^^ 'ä^^ ... ß^^ 

(12 a) f^ ' ^^ ' '^^ ' 

ßf'\^'\-'ßf"' 
bezeichnen. 



Neuntes Kapitel. 

Die Darstellnng der ganzen algebraischen Zahlen dnrch 

ein Fnndamentalsystem nnd die Bestimmnng der Eörper- 

diskriminante. Das zn einem Diyisor gehörige Ideal. 



§ 1. Vereinfacliimg der Aufgabe. 

Ich wende mich jetzt zu einer genaueren Untersuchung der ganzen 
algebraischen Zahlen eines Körpers K{tt)^ insbesondere zu ihrer Dar- 
stellung durch ein Fundamentalsystem ^ um dann die Eigenschaften 
dieser Fundamentalsysteme und die Zusammensetzung der zugehörigen 
Eörperdiskriminanten darzulegen. 

Da eine algebraische Zahl des Körpers K{a) dann und nur dann 
algebraisch ganz ist, wenn sie in bezug auf jeden Primteiler f) dieses 
Körpers ganz ist, so reduziert sich die Yorliegende Aufgabe auf die 
einfEkchere, alle für den Bereich eines Primfaktors p ganzen algebraischen 
Zahlen von K{a) durch ein Fundamentalsystem modulo )) darzustellen. 

Es sei wieder f) ein zu der reellen Primzahl p gehöriger Prim- 
teiler von der Ordnung e und vom Grade /*, und es sei ef =« A. Ist 
dann ß eine beliebige Zahl des Körpers K{a)^ und sind: ß^j ßtf - - ßi 
die A zu f) gehörigen konjugierten jp-adischen algebraischen Zahlen, so 
genügen diese stets einer algebraischen Gleichung X^^ Grades mit ratio- 
nalen j9-adischen Koeffizienten, deren linke Seite entweder selbst irre- 
duktibel oder die Potenz einer irreduktiblen Funktion ist. Nach dem 
a. S. 132 bewiesenen Satze kann man dann stets ein solches System 
von X ganzen algebraischen Zahlen 

(1) 1,0), ,w, ... V') 

des Körpers K(a) bestimmen, daß jede andere ganze Zahl y auf eine 
einzige Weise in der Form: 

(la) y =- ii^rj^^) + ti^iyW H + u^^i^^^) 

mit ganzen rationalen |)-adischen Koeffizienten darstellbar ist. Ein 
solches System werde ein Fundamentalsystem für den Bereich 
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von p genannt. Ein System von X ganzen algebraischen Zahlen ist 
dann und nur dann ein solches Fundamentalsystem für den Bereich 
von py wenn die aus seinen Konjugierten gebildete Diskriminante: 



D(r/^),r/%.-.7?(^0 = 



durch eine möglichst niedrige Potenz von p teilbar ist. Die in 
D{rf^\ rf^\ . . . rp-^) enthaltene Potenz von p soll der zu p gehörige 
Diskriminantenteiler des Körpers K{a) genannt und, vorbehaltlich 
einer später anzugebenden kleinen Änderung; durch D())) bezeichnet 
werden. Zu einem jeden Primteiler p gehört ein solcher Diskriminanten- 
teiler. Es wird sich nun zeigen^ daß die Körperdiskriminante, deren 
Bestimmung die Hauptaufgabe dieses Kapitels ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen gleich dem Produkte JlDQ/i) der zu allen Primfaktoren p ge- 
hörigen Diskriminantenteiler ist. Aus diesem (Grunde soll in den 
beiden nächsten Paragraphen zu einem Primdivisor p ein Fundamental- 
system (1) bestimmt, und aus ihm der zu p gehörige Diskriminanten- 
teiler D{p) gefunden werden 

§ 2. Bestimmimg des Diskriminantenteilers D(p), wenn der Grad f 
oder wenn die Ordnung e des Primteilers p gleich Eins ist. 

Ich betrachte zuerst den einfachsten Fall, daß der Primteiler p 
kein Verzweigungsteiler, daß also seine Ordnung e— 1, mithin X^f 
ist. In diesem Falle ist also p selbst für den Bereich von p eine 
Primzahl, und die f für den Bereich von p zu einer Zahl ß konjugierten 
jp-adischen algebraischen Zahlen 

A = % + ViP + VfP^ + "'y 

^/=- >??'"' + ^f"'p + ^/f'V + •• • 

schreiten nach ganzen Potenzen von p fort mit Koeffizienten, welche 
konjugierte (p^— 1)** Einheitswurzeln sind. 

Ist nun Tj eine primitive (^—l)*® Einheitswurzel, deren /" konjugierte 
Tjy rpy 1^, . . . rj^"^ also alle voneinander verschieden, mithin auch 
modulo|) inkongruent sind, so bilden die /"Potenzen (1, ^, '»?*,..• ^/"O 
ein Fundamentalsystem modulo p\ denn ihre Diskriminante: 
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ist ja sicher durch eine möglichst niedrige Potenz von p teilbar^ da sie 
p überhaupt nicht enthält. Es ergibt sich also der Satz: 

Ist p ein Primteiler von K(a) vom Grade f und von der 
Ordnung Eins, und ist rj eine primitive (j/ — 1)** Einheits- 
wurzel, so bilden die f ganzen algebraischen Zahlen: 

(2) 1, 1?, . . . V"-' 

stets ein Fundamentalsystem modulo p für den Körper K(a), 
d. h. jede ganze algebraische Zahl y von K{a) ist auf eine 
einzige Weise in der Form: 

(2a) y - Wo + ««1^ + ^V^ H + ^/-i V"^ 

mit ganzzahligen |)-adischen Koeffizienten u^ darstellbar. Die 

Diskriminante D(rf) des Fundamentalsystems ist durch den 

Primfaktor p gar nicht teilbar, d. h. der zu p gehörige Diskri- 

minantenteiler D{p) ist in diesem Falle gleich Eins. 

Im § 7 des sechsten Kapitels war a. S. 151 bewiesen worden, daß 

p kein Yerzweigungsteiler vom Körper K(tt) ist, wenn der zugehörige 

Diskriminantenteiler D(p) gleich Eins ist; wir haben soeben die a. S. 152 

angekündigte ümkehrung dieses Satzes bewiesen und können somit jetzt 

den wichtigen Satz aussprechen: 

Ein Divisor p ist dann und nur dann kein Yerzweigungs- 
teiler innerhalb des Körpers K(a)j wenn der zugehörige Diskri- 
minantenteiler D(p) gleich Eins ist. 
Ich betrachte jetzt den zweiten speziellen Fall, daß die Ordnung e 
des Divisors p beliebig, aber sein Grad /*» 1 ist. Dann ist der 
Koeffizientenkörper K^rj) einfach der Körper der rationalen Zahlen, 
und die A — 6 für den Bereich von p zu einer ganzen algebraischen 
Zahl ß konjugierten p-adischen Zahlen haben die folgende Form: 

ßi^K + h^i + h^\ H ; 

ß,-h + \^t + hA + • •. 

Hier sind die Koeffizienten h^ entweder Zahlen der Reihe 0, 1,--|>— 1, 
oder auch, wenn man will, eindeutig bestimmte (|) — 1)** Wurzeln 
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der Einheit oder Null, und %, ;rj, . . . ä^ sind die e konjugierten Wurzeln 
einer bestimmten reduzierten Gleichung: 

(3) il>{x) = x* + i)C,.i of-i + . . . + pCo = 

mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten c^. In diesem Falle beweist 
man leicht die Richtigkeit des folgenden wichtigen Satzes: 

Ist p ein Primteiler von K{a) vom Grade Eins und 

£ 

Ä~p* eine zu p gehörige Primzahl von K(a)y so bilden 
die e ganzen algebraischen Zahlen 

(4) 1, 7t, Jt\ . . . Ä*-^ 

eiu Fandamen talsystem modulo p für K(a)y d. h. jede modulo p 
ganze algebraische Zahl ß dieses Körpers ist auf eine einzige 
Weise in der Form: 

(4a) /3 = Mo + Mi^ + Wj^r* H + m^^jä*-^ 

mit ganzen rationalen p-adischen Koeffizienten u^ darstellbar. 
Da Tt die Wurzel der fttr den Bereich von p irreduktiblen Gleichung 
e*^ Grades (3) ist, so ist zunächst jede ganze oder gebrochene Zahl ß 
auf eiue einzige Weise in der Form (4 a) mit rationalen |)-adischen 
Koeffizienten u^ darstellbar; es ist also nur noch zu zeigen, daß diese 
Koeffizienten dann und nur dann ganz sind, wenn ß algebraisch 
ganz, also durch eine nicht negative Potenz von p teilbar ist. Dies 
erkennt man aber sehr leicht. Sei nämlich fQr eine bestimmte Zahl ß 
etwa u^n^ derjenige unter den e Summanden von /), dessen Ordnungs- 
zahl Qf die kleinste ist. Dann besitzt auch ß dieselbe Ordnungszahl; 
denn da die e Produkte u^n'^ ebenso, wie a. S. 199 in (7b), verschiedene 
Ordnungszahlen besitzen, so kann sich das Anfangsglied von u^nf 
nicht gegen ein anderes fortheben. Also ist ß dann und nur dann 
modulo p algebraisch ganz^ wenn die Ordnungszahl q^ dieses Gliedes 
Ufjtf Null oder positiv ist, und dies ist nur dann der Fall, wenn der Koeffi- 
zient u^ in bezug auf i? von nicht negativer Ordnung ist. Denn wenn 

Uf^-^ auch nur durch die erste Potenz von p teilbar wäre, so besäße 

ja das Produkt 

i Vin' Vi 

' P «*-* 

sicher eine negative Ordnungszahl. Ebenso folgt nun, daß auch alle 
Koeffizienten Uj^ der anderen Potenzen von ;r in (4 a) ganze ^-adische 
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Zahlen sein müssen ^ und damit ist unsere Behauptung YoUstandig 
bewiesen. 

Ich stelle nun auch hier die Frage, wie groß der zugehörige 
Diskriminantenteiler D(p) ist, d. h. durch welche Potenz von p die 
Diskriminante : 

i 1 Ä Ä* Ä*-i * 

(5) D« = ! 1' ''» '^J' • • • «»"' _^J-[^„_„^) 

I • ! .•>* 

I 1. ^ey ^l ••• ^"', 

des Fundamentalsystems (4) genau teilbar ist. Da jede der 6(6—1) 
Differenzen (jt^ — ä*) mindestens durch die erste Potenz von p teilbar 
ist, so enthält D(pt) mindestens die Potenz 

(5 a) p'(*-i)r^|)«-i, 

und man zeigt leicht, daß dies, falls e nicht durch p teilbar ist, auch 
die höchste in D (pt) enthaltene Potenz von p ist. 
In der Tat ist nach (7b) und (6a) a. S. 105 

(6) J9(;r)=(-1) ' n,(*'(;r,)). 

Ist nun e durch p nicht teilbar, so kann man il;(x) in der reduzierten 
Form annehmen: 

(7) t{x) =-af-(op, 

wo o eine bestimmte (p— 1)** Wurzel der Einheit bedeutet. Also ist: 
und da aus der Gleichung (7) für n^ 
folgt, so ergibt sich schließlich leicht: 

(€-l)(e-» 

W D(;r)«(-1) ' eeö,--ijp*-i, 

also 

D(p)=l,-S 

und damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 
Die in (6) gefundene Gleichung: 

2)(;r) = (-l) ' n,(^'(;r,)) 
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ergibt aber auch, falls e durch eine Potenz von p teilbar ist, die voll- 
ständige Bestimmung der Körperdiskriminante. Zu diesem Zwecke 
bilde ich die Ableitung: 

(9) ^'(^i) =- ^V +P(«-1) ^e-i^-* + • • • piCin[-^+' • • +pq 

und entwickele sie nach steigenden Potenzen von tc^ Da die e einzelnen 
Glieder von if'('Jt^) wieder alle von verschiedener Ordnung in Bezug 
auf p sind, so können sich keine Glieder niedrigster Ordnung fortheben. 
Setzt man also: 

(9a) ^'(^i)-Cj_^K-^ + c-7^, + ---, 

SO ist das Anfangsglied von V^'(^i) einfach das Anfangsglied des 
Summanden niedrigster Ordnung: 

in ^'(^i)> welches in jedem Falle anmittelbar angegeben werden kann. 
Bildet man nun die Norm von ^'(^i) ^^^ beachtet dabei, daß 

M^i) = (- ^ypoo 

ist, so erhält man für D(n:) und somit für D{p) die Werte: 

D(;r)=.(-1) ' 4_^((-l)*;,Coy-^+..., 

(10) D{p)^p^'^. 

Die Zahl 6, d. h. die um Eins vermehrte Ordnungszahl von ^'(^) 
soll die Verzweigungsordnung des Divisors p genannt werden. 
Im allgemeinen ist e gleich der Ordnung e des Primteilers p; dies ist 
nämlich stets und nur dann der Fall, wenn e durch p nicht teilbar ist. 
Dann ist nämlich ^'(äJ == cttJ-^ also genau durch p^"^ teilbar. Ent- 
hält dagegen 6 = p*Cq eine Potenz von p als Teiler, so ist e>e und 
zwar zeigt man leicht, daß die ganze Zahl e stets zwischen den beiden 
Grenzen t 

e + 1 und (s + l)e 

liegen muß. In der Tat ergibt sich ja der größte Wert, den die Ver- 
zweigungsordnung e annehmen kann, wenn in i^'(7t^) das Anfangs- 
glied cwj~^ =jp*eQÄj""^ das Glied niedrigster Ordnung ist; alsdann ist: 

e^(s+l)e. 

Der kleinste Wert wird erhalten, wenn in dem Endglied jpc^ von V'X^i) 
der Koeffizient q eine Einheit ist. Dann ist wirklich e — 1 =» 6 also 
e = e + 1. So ergibt sich also hier das Schlußresultat: 
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Ist p ein Primteiler von K(a) vom Grade Eins und von 
der Ordnung e, so ist der zu p gehörige Diskriminantenteiler 

D(p) stets gleich ]f~^, wenn 6 die Verzweigungsordnung von 
p bedeutet. Die Verzweigungsordnung e ist stets und nur dann 
gleich der Ordnung e von p, wenn e durch p nicht teilbar ist. 
Ist dagegen e = p^e^^y so ist e eine zwischen den beiden Grenzen 
e+l und ($-\-l)e liegende ganze Zahl, welche aus der Gleichung 
für n in jedem Falle leicht bestimmt werden kann. 



§ 3. Bestimmimg des Diskriminantenteilers D(p) für einen beliebigen 

Primdivisor p. 

Ich untersuche nun den allgemeinsten Fall, daß die Ordnung e 
und der Grad f von p beliebige ganze Zahlen sind. Dann genügt jede 
Zahl des Körpers K(a) für den Bereich von p einer Gleichung des 
e^ Grades 

(1) 9{^.n)-o (p), 

deren Koeffizienten jp-adische Zahlen des Koeffizientenkörpers K(rj) sind. 
Man kann also zunächst genau nach der a. S. 111 flgde. dargelegten 
Methode ein Fundamentalsystem für den Bereich von p in bezug auf 
K(ri)y d. h. ein System von e ganzen Zahlen von K(a) 

(2) |(^), |(«), • . . !<') 

so auswählen, daß alle modulo p ganzen Zahlen dieses Körpers auf eine 
einzige Weise in der Form: 

(2a) £r,gO)+D,5W+... + trjW 

mit ganzen Koeffizienten von K(fj) darstellbar ist. Auch hier findet 
man leicht ein derartiges System; ist nämlich n eine Primzahl modulo )), 
so ist wieder: 
(2b) V«, ;r«, . . .;r*-i 

ein solches Fundamentalsystem. Da nämlich n innerhalb K(fi) einer 
irreduktiblen Gleichung des 6^° Grades genügt, so ist jede ganze oder 
gebrochene Zahl ß von K(a) auf eine einzige Weise in der Form: 

(2c) ß^U^+U^x + -' + U,^,n'--^ 

mit ganzen oder gebrochenen p-adischen Koeffizienten von K{fjD dar- 
stellbar, und da auch hier alle e Produkte U^n^ verschiedene Ord- 
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nungszahlen haben ^ so ist die Ordnungszahl Yon ß wieder gleich der 
niedrigsten Ordnung jener e Produkte. SoU also ß algebraisch ganz 
sein, so darf keins dieser Produkte eine negative Ordnungszahl haben, 
d h. /3 ist dann und nur dann algebraisch ganz, wenn alle Koeffizienten 
U^ ganze 2^adische Zahlen von Kirj) sind; das System (2b) ist somit 
wirklich ein Fimdamentalsystem in bezug auf den Eoeffizienten- 
körper K{rj), 
Es sei nun: 

die Gleichung, der st » nf^^ nebst seinen konjugierten genügt. Dann ist 
wieder die Diskriminante 

(3a) 2)(;r<«)) = ; 1, nf\ «<o)», • • • :if\ ' (i = 1, 2, • . -e) 

dieses Fundamentalsystems genau durch 

teilbar, wenn e die Verzweigungsordnung von p, d. h. e — 1 die Ordnungs- 
zahl von t\^, v) üi bezug auf p ist. Auch hier ist dann e — l einfach 
die Ordnungszahl des Elementes picf^^Tt'"^ niedrigster Ordnung von 
if\yt, rj), Ist allgemeiner: 

^(x, ri^)^af +pcf^^l^3if^ H + l>c{*) = (a; - arf ) * - • (x — nf) = 

die zu (3) konjugierte Gleichung, der die e konjugierten Primzahlen des 
k^^ Unterzyklus genügen, und 



>«-i;* 



(3b) D(;r(*)) « 1 1, ;r(*), ;r(*)', • • • ;r<*)^ 

ihre Diskriminante, so ist auch sie genau durch j^^ ^ teilbar, da ja auch 
das zu picf^^n^^^" konjugierte Glied picf^^^n^*'^*^^ die niedrigste Ord- 
nungszahl unter den e Summanden von tlf'{n^^\ if) besitzt, imd da seine 
Ordnungszahl ebenfalls gleich 6 — 1 ist. 

Aus dem Fundamentalsystem (1, ä, • • • ;r'"^) für den Koeffizienten- 
körper K(rj[) findet man nun leicht ein Fundamentalsystem für den 
Bereich der rationalen |>-adischen Zahlen, wenn man beachtet, daß jeder 
der ganzen algebraischen Koeffizienten {7^ in (2 c) eindeutig in der Form 

tr-Wo + Miiy + • • • + w,-ii/"* 
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mit ganzen rationalen jp-adischen Koeffizienten Uj^ darstellbar ist, wenn 
Tj eine primitive (j/ — !)*• Einheitswnrzel bedeutet. Stellt man also in 
(2 c) alle 6 Koeffizienten ü^ in dieser Form dar, so folgt sofort, daß alle 
ganzen algebraischen Zahlen und nur sie eindeutig als homogene lineare 
Funktionen der ef^k Zahlen 



(4) 1, 1?, • • • 17^-^ n, jtfi,'* 3ri/-^; 



^-S^"'i7, 



^«-1^-1 



v"- 



mit ganzen rationalen p-adischen Koeffizienten darstellbar sind. Diese 
Zahlen bilden also ein Fundamentalsystem modulo p für den Körper £'(a). 
Es ist nun leicht, auch in diesem allgemeinen Falle die Potenz 
von p zu ermitteln, welche in der Körperdiskriminante enthalten ist. 
Zu diesem Zwecke bilde ich die Determinante aus den A' zu den Ele- 
menten (4) konjugierten algebraischen Zahlen, deren Quadrat ja die 
Körperdiskriminante in bezug auf p ist. Sind allgemein (n^y n^\ • • • n^*^) 
för (i « 0, 1, •••/'— 1) die zu sr konjugierten Zahlen und bezeichnet 
man zur Abkürzung die konjugierten Zahlen {%'^y - ' - r/^'^^) durch 
{rf^\ rf^\ . . • i?^""^Oj so erhält man die folgende Determinante: 



(4a)^(i,,«)-!(.?«'.40|- 



. . . i?(«)' «f" 

. . . i^W' ffW"" 

, . . i?(')' «W" 

. . .'i?(«' ffpr 

. . . ij(/-»>' 4/-»'" . . . 
. . . ij«/-!)' 5t(/-»)" . . . 



e Zeilen 



e Zeilen 



4^ /%,l=a,i,-f~i.\ 
r m-0,1,- «-1 ) 



e Zeilen 



^ 



Diese Determinante zerfallt in f Partialsysteme von je e Horizontal- 
reihen. Betraditet man irgend eins Yon diesen Systemen, etwa das erste, 
so erkennt man ohne weiteres, daß zwei seiner Horizontalreihen, etwa 
die f^ und die V* einander gleich werden, sobald man das zugehörige 
7if> = sr^^) setzt Hieraus folgt^ daß jede aus diesem ersten Partialsystem 
gebildete Determinante f^ Ordnung dieselbe Eigenschaft besitzt und 
daher durch jede der Differenzen nf^ — ^^) und somit auch durch ihr 
Produkt: 
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(4b) ±jy(„(o) _,(«)) 



l,4«),...40)-i 



l«r 



teilbar ist. 

Da nun nach dem Laplaceschen Determinantensatze ^{rj^ st) als 
homogene lineare Funktion aller Determinanten e*®' Ordnung dargestellt 
werden kann^ welche aus jenem ersten Partialsysteme gebildet werden 
können, so ist auch z/ (iy, n) selbst durch jenes DiiBFerenzenprodukt teilbar. 

Die gleiche Überlegung, auf das zweite Partialsystem von z/(iy, st) 
angewendet, zeigt, daß die Eörperdiskriminante auch durch die 
Determinante 

(4c) I Tt^^r I 

teilbar ist, und durch analoges Weiterschließen ergibt sich die folgende 
Determinantenidentität : 

(5) I rf'f'nf'" I - ö(i?W) . I 40)"* I . I 41^ I ... I ^Z-i)*" |, 

wo G{rf^) eine ganze ganzzaUige Funktion der rf^ allein sein muß, wie 
die Vergleichung des Grades in bezug auf irgend ein Element %^^ lehrt; 
denn die links stehende Determinante enthält jedes Element n^^ 
oflFenbar höchstens im {e — 1)*®° Grade, und in den Determinanten 
I nf^ I tritt ja jedes ihrer Elemente genau in der {e — l)^^ Potenz auf. 
Um nun noch den Faktor G{rf^\rf^\*' -rf^^^^) in (5) zu bestimmen, 
welcher von den Elementen jtfp ganz unabhängig ist, kann ich diesen 
letzteren Elementen ganz beliebige spezielle Werte geben, nur müssen 
diese so gewählt werden, daß die rechts stehenden Determinanten 
I ^rj.*^"* I nicht Null werden. Dieser Bedingung wird genügt, wenn ich 
die f Zyklen 

«), . . . <)), K«, . . . «<«), . . . «-»), . . . «</-»)) 

als gleich annehme, so daß nur ein einziger Zyklus 

Yon e Yerschiedenen Elementen f Male auftritt. 

Ich setze nun in der Determinante (4a) allgemein: n^^ = n^ und 
ordne ihre Horizontalreihen so um, daß ich die 7t^ enthaltenden f Zeilen 
zuerst schreibe, hierauf die %^ enthaltenden Zeilen u. s. f. Dann ergibt 
sich für die höchstens dem Vorzeichen nach veränderte Determinante 
eine neue Darstellung: 
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(6) ±\v^'^JtM = 



1, ,,(/-i),...ij(/-»)^-S «„...;r,i?(/-i/-S 



/* Zeilen. 



f Zeilen. 



Betrachtet man nun wieder eins unter diesen neuen Partialsystemen von 
je f Zeilen, etwa das erste, und beachtet, daß jetzt in diesem die i^ Zeile 
gleich der k*^^ wird, wenn man die bezüglichen Elemente ly^*^ und ly^*^ 
einander gleichsetzt, und daß dasselbe also für jede Determinante /^' 
Ordnung der Fall ist, welche man aus diesem ersten Partialsystem 
bilden kann, so findet man wieder, daß jede dieser Determinanten durch 
die Diskriminante : 



(6a) i/JCV*)-,«) 

i>k 



1, ,,«», 
1, V^'\ 



^(0/-' 
„(»/-' 



1, i 



,(/-») «(/-»/"* 



= |i?' 



xo« 



der /'Elemente (ijW, . . . rf^~^y) teilbar ist. Das gleiche gilt aber auch 
für jede Determinante f^^ Ordnimg des zweiten, dritten, . . . c*^ Partial- 
systemes. Entwickelt man nun die Determinante (6), dem Laplace- 
Bchen Satze gemäß zuerst nach den Determinanten des ersten Partial- 
sjstems, 80 stellt sie sich als eine Summe dar: 



rf^^rn ; 



= ^^1 ^1 , 



deren Elemente J^ alle jene Determinanten f^^ Grades des ersten Systemes 
bedeuten, und wo J^ jedesmal die zugehörige komplementäre Determinante 
(A — /)*®° Grades ist, welche aus den A — /" letzten Horizontalreihen 
gebildet wird. Entwickelt man nun jede dieser komplementären Deter- 
minanten J^ in gleicher Weise nach den Determinanten des zweiten 
Partialsystems und fahrt so fort, so ergibt sich schließlich fiir unsere 
Determinante die folgende Darstellung: 

wo d^ alle Determinanten /^' Ordnung des ersten Partialsystemes, z/j 
alle Determinanten des zweiten, . . . ^« endlich alle Determinanten des 
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^ Partialsysiemes durchläuft^ und die e gewisse Zahlkoeffizienten 
sind. Da nun^ wie soeben bewiesen wurde^ jede dieser Determinanten jd^ 
durch die Determinante | rj^^ \ teilbar ist, so folgt, daß die zu unter- 
suchende Determinante durch { i;^'^ |' teilbar ist, daß also eine Gleichung 
besteht: 

(T) U«'«rl-iiJ<'^!'-ÄW, 

und eine Yergleichung der Orade beider Seiten in bezug auf die if*^ 
lehrt wieder, daß der zweite Koejffizient fl'(Ä^*>) kein rf^ mehr enthalten 
kann, da nur dann beide Seiten in bezug auf jedes rf^ vom eif— 1)**' 
Grade sind. Also ergibt sich für die noch zu bestimmende ganze Funktion 
G(rf^) in (5) der Wert f «li^^'^l*, wo £ eine noch unbekannte ganze 
Zahl bedeutet; so erhält man die folgende interessante Determinanten- 
identität: 

(8) YD = I ,(0'^;-)- \ = s\ff\. lJ\^f\, 

und die Yergleichuug z. B. der Diagonalglieder auf beiden Seiten lehrt 
endlich, daß £ = ± 1 sein muß. 

Diese wichtige Identität ergibt nun sofort die in der Körper- 
diskriminante D enthaltene Potenz von p: Zunächst enthält weder e 
noch die Determinante: 

den Divisor p, weil ja die f konjugierten Einheitswurzeln 

modalo p inkongruent sind. Femer ist jedes der f Determinantenquadrate 

nach dem a. S. 221 bewiesenen Satze durch dieselbe Potenz von )), 
nämlich durch 

teilbar, wenn wieder e die Yerzweigungsordnung von f) bedeutet. Also 
ist die in D enthaltene Potenz von p d. h. der zu f) gehörige Diskri- 
minantenteiler: 

(9) Z>(p)-p/('-»=n(p-«). 

Im allgemeinen ist die Verzweigungsordnung e gleich der Ord- 
nung e des Primteilers p; sie ist dann und nur dann größer als ß, wenn 

Henael, Tb«ori« d«r ftlgebnitcbeii ZAhlen. L j^g 
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durch p teilbar ist; und zwar liegt sie dann zwischen e + 1 und (s + l)e. 
Da also stets e '^e ist^ so ist die ESrperdiskriminante modulo p dann 
und nur dann durch p gamicht teilbar, wenn e, also auch die Ord- 
nung e gleich Eins, d. h. wenn p kein Yerzweigungsteiler Yon K(a) 
ist. Hierdurch wird der a. S. 216 ausgesprochene Satz neu bewiesen. 
Ich spreche die wichtigen Ergebnisse dieser letzten Betrachtung 
in dem folgenden Satze aus: 

Ist p ein beliebiger Primteiler der reellen Primzahl p für 
den Körper K(a), und sind f, e und e der Grad, die Ordnung 
und die Yerzweigungsordnung von p, so kann man stets ein 
Fundamentalsystem modulo p von A « 6/* modulo p ganzen 
algebraischen Zahlen: 
(10) y<*), yW, . . . y(^) 

finden, und seine Diskriminante: 

ist genau durch D{p) — n(p*"^) teilbar. 

Ich benutze dieses Resultat, um eine sehr viel allgemeinere Folge- 
rung herzuleiten. Ich betrachte den Bereich aller algebraischen Zahlen 
Yon K(a)y welche durch p^ teilbar sind, wo r eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet. Ist r ^0, so ist das in (10) gefundene Fundamental- 
System: 

y<'),y(»),...y(^) 

ein Fundamentalsjstem für alle durch p^ teilbaren Zahlen. Ist dagegen 
r ^ 0, so bildet offenbar dasjenige System 
(11) y(«y(«),...y(a) 

in gleichem Sinne ein Fundamentalsjstem für aUe Multipla Yon p% 
dessen Elemente 

(IIa) y(0„;r-yW 

sind. In der Tat ist ja jede durch p*" teilbare Zahl y auf eine einzige 
Weise in der Form ^y darstellbar, wo y algebraisch ganz ist, d. h. 
es ist: 

y » «Ty « X^(u^yi^) + • • • + U^^jX^)) = U^y^^) + • • • + U^y^^), 

WO die u^ ganze rationale |>-adische Zahlen sind; unsere Behauptung 
ist also vollständig bewiesen. 

In jedem Körper K(tt) kann man also stets ein Fundamental- 
sjstem filr die Vielfachen Yon pr finden^ wenn p irgend einen Prim- 
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teuer, und r einen beliebigen positiven, negativen oder verschwin- 
denden Exponenten bedeutet. Ist (d^^\ d^*\ . . . ä^^^) irgend ein anderes 
System von Vielfachen von p'*, so sind seine Elemente d<^ durch das 
Fundamentalsystem (y^^\ . . . y(^)) in der Form: 

(12) «(^»^c^yC*) 

mit ganzzahligen |>-adischen Koeffizienten darstellbar; und hieraus folgt 
genau ebenso, wie a. S. 116, daß das System (d^^^, ... d^^)) dann und nur 
dann ebenfalls ein Fundamentalsystem lElr die Multipla von p'* ist, wenn 
die Substitutionsdeterminante | c^^ \ durch p nicht teilbar ist. Beachtet 
man femer, daß die Gleichungen (12) richtig bleiben, wenn man zu 
den A konjugierten Zahlen übergeht; so ergeben sich die X^ Gleichungen 

und durch Übergang zu den Determinanten erhält man genau wie 
a. S. 117 (6) die Relation: 

(IIa) räP\'-\ca\' \rf'\'' 

Ist also ( y<*>, . . . y<^>) irgend ein Fundamentalsystem fELr 
die Multipla von p*" und (d^^\ . . . d<^>) irgend ein anderes System 
von Vielfachen von p**, so ist dasselbe dann und nur dann 
ebenfalls ein Fundamentalsystem für die Multipla von p% 
wenn seine Diskriminante keine höhere Potenz von p enthElt 
als die Diskriminante des ersten Systemes. Ein System von X 
Vielfachen von p** ist also dann und nur dann ein Fundamental- 
system für diese Multipla^ wenn seine Diskriminante eine mög- 
lichst niedrige Potenz von p enthält. 
Ich nenne die in dieser Diskriminante enthaltene Potenz von p den 
zu p'* gehörigen Diskriminantenteiler und bezeichne ihn durch 
D(p''), Hiemach ist der a. S. 215 eingefOhrte Diskriminantenteiler 
2)(p) =rp/(«-i) in Zukunft durch D(p^) zu bezeichnen, weil er ja dem 
Exponenten r « entspricht. 

Es ist jetzt sehr leicht, die in der Diskriminante: 






• yi ; 



enthaltene Potenz D(p'') von|> zu bestimmen. Zieht man nämlich aus der 
ersten, zweiten, . . . A^ Zeile der zweiten Determinante der Reihe nach 
äJ, ä; , . . . «J heraus, so geht sie in die Determinante des Fundamental- 

16' 
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systemes (y^^\ y^*\ . . . 7^^^) f&r die modulop ganzen Zahlen über, dessen 
Diskriminante soeben bestimmt und äquivalent n^p'"^) gefunden wurde. 
Beachtet man ferner, daB das herausgezogene Produkt 

((Ä,Ä,...Ä,r)*-n(pO''-n(p«'-) 
ist^ so ergibt sich der wichtige Satz: 

Für den zu einer beliebigen Divisorenpotenz p^ gehörenden 
Diskriminantenteiler D(pO besteht die Gleichung: 

(13) D(pO - n(p»^+''"-^) = yC^^+^-i); 

oder da für r=0, d. h. f&r den Diskriminantenteiler D{p^) eines 
Fundamentalsystemes für die modulo p ganzen algebraischen 
Zahlen: 

(13a) D(p0)^^(p7-i) 

ist^ so kann die obige Gleichung auch in der Form: 

(13b) Dir)-in(p-l,)'.Dip^) 

geschrieben werden. 

§ 4. Bestünmung deijenigen Potenz einer beliebigen Primsahl p, 
welche in der Körperdiskriminante enthalten ist 

Die im vorigen Abschnitte gefundenen Ergebnisse können nun be- 
nutzt werden, um aus den Fundamentabystemen für die einzelnen 
Primteiler einer reellen Primzahl p ein Fundamentalsystem f&r diese 
Primzahl p selbst zusammenzusetzen. 

Ich nehme der Einfachheit w^ren wieder, wie a. S. 160, an, p be- 
sitze nur drei voneinander verschiedene Primteiler Pi, Ps, pj, so daß die 
Unke Seite der Grundgleichung n^ Grades für den Bereich der ratio- 
nalen p-adischen Zahlen in drei irreduktible Faktoren zerfallt Es sei: 
(1) Fix)~ax).gix).h(x) (p) ■ 

diese Zerlegung, und A, (i und v seien wieder die Grade jener Faktoren, 
so daB A + ^ + r»n ist Die n Wurzeln dieser Gleichung für den 
Bereich von p zerGallen dann in die drei Zyklen von konjugierten 
p-adischen Zahlen 

(la) Oj,...«^; «1+1,..«^+^; «a+/i+i> •««> 

welche bzw. den Primteilem pj, p^y Pz entsprechen. Dann besteht der 
folgende wichtige Satz: 
Es seien 

ru y». • • • y/) *i» *t> • • */«; «n «i» • • • «r 

drei beliebige Zyklen von je A, fi und v konjugierten alge- 
braischen p-adischen Zahlen für den Bereich von p^, p,, p,. 
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Dann kann man stets eine |>-adi8che Zahl ß innerhalb K(a) 
so bestimmen^ daß ihre n Konjugierten 

ßlf A; • • • ßi'^ ßi + i • • • ßx + ,11 /';i + /u+i •••/*» 
für den Bereich von p^, p^, p^ bzw. gleich 

yi» r%y '- yx\ ^i? " */.; «n ••• «r 

werden y d. h. daß ihre drei Wurzelzyklen beliebig vorgegebene 
konjugierte Entwicklungen haben. 
Zum Beweise genügt es, wie gleich gezeigt werden wird, 7"=* h 
j r= £ » anzunehmen. Bezeichnen wir nun das Produkt g(x) h(x) 
in (1) durch fi(x)j so sind die beiden Funktionen f(x) und f^(x) teiler- 
firemd; man kann also durch das Euklidische Verfahren zwei komple- 
mentäre Faktoren f(x) nnd fi{x) so bestimmen, daß: 

nx)nx)+f,(x)f,(x)=-i (p) 

ist. Setzt man dann: 

(2) 0(x) - f,(x) f,(x) - 1 -rnfix), 

80 ist G{x) eine ganze Funktion von x mit rationalen p-adischen 
Koeffizienten, welche die gesuchte Eigenschaft besitzt. Ersetzt man 
nämlich x durch eine der Zahlen a^, . . . a^, so folgt aus der zweiten 
Darstellung von G{x) in (2), daß: 

(3) &(«,) =©(«.) ö(a,) = l 

ist Setzt man dagegen x gleich einer der Wurzeln a^^^^ von: 

SO folgt aus der ersten Darstellung von G{x) in (2), daß: 
(3a) • G{a,^,) G(O-0 

ist; unsere Behauptung ist also bewiesen. 

In derselben Weise denke ich mir nun drei ^^-adische algebraische 
Zahlen d^^^y d^^^y d^^^ von K{a) so bestimmt, daß für d^^^ der zu p^ 
gehörige Wurzelzyklus gleich Eins ist, und ebenso für d^^^ der zu p^, 
für c?ooi ^^^ ^^ p8 gehörige Zyklus gleich Eins wird, während jedesmal 
die beiden übrigen Zyklen gleich Null sind. Sind dann 7, Ö und b 
drei ganz beliebige Zahlen von K{a)y so ist die Zahl: 

(4) ß = yrfioo + *rfoio + «^01 

so beschaffen, daß ihr zu p^ gehöriger Wurzelzyklus mit dem ent- 
sprechenden von yy der zu p, bzw. p^ gehörige Zyklus mit denv^wt- 
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sprechenden von d bzw. e übereinBtimmt. Damit ist also unser 
Fundamentalsatz in seiner allgemeinsten Form bewiesen. 
Es sei nun 



(5) 



7^'\ y(^ . . . y(^); d('\ d^ . . . <J<^); b^'\ «<%... ^^) 



je ein Fundamentalsystem f&r die ganzen algebraischen Zahlen von 
K(a) in bezng auf die drei Primteiler p^, p^ und p,. Dann bleiben 
diese drei Systeme Fundamentalsysteme ^ wenn ich die Elemente y^^ des 
ersten mit rf^^Q, die Elemente i^**) und ^^ bzw. mit d^^^ und d^Q^ 
multipliziere^ denn jene drei Multiplikatoren d^^^f ^loy ^ooi ^^^ J^ 
für den Bereich von p^, p,, p, bzw. gleich Eins^ fDr die beiden anderen 
Divisoren aber immer gleich Null. Nach erfolgter Multiplikation mit 
jenen drei Zahlen will ich dieselben wieder durch die gleichen Buch- 
staben bezeichnen. Dann behaupte ich^ daß die so gewonnenen Zahlen (5) 
zusammengenommen ein Fimdamentalsystem modulo p bilden, d. h. 
daß eine Summe mit rationalen p-adischen Koeffizienten: 

(6) /} = Mj y(l) H + M;iy(^) + Vid^l) + . . . + t;^d(^) + W^S^^^ + '•'+ W^S^'^ 

dann und nur dann algebraisch ganz ist, wenn die n Koeffizienten 
tfi, Vj^j Wf samtlich ganze rationale p-adische Zahlen sind. Man er- 
kennt zunächst, daß die Determinante dieses Systemes von Null yer- 
schieden, daß also jenes System eine Basis modulo p für den Korper 
K(a) ist. Diese Determinante ist lulmlich gleich: 
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weil die zu p, bzw. p, gehörigen Entwicklungen fttr (y^*), . . . y^^^) gleich 
Null sind usw. 

Also ist jede Zahl ß von K{a) für den Bereich von p auf eine 
einzige Weise in der Form (6) mit rationalen |>-adischen Koeffizienten 
darstellbar, und diese Zahl ist dann und nur dann modulo p algebraisch 
ga^ wenn sie fCLr den Bereich von p^, p^ und p, ganz ist. Da nun 
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z. B. för den Bereich von pj die Zahlen *<*> und «<*> gleich Null sind, 
so besteht fOr die l zu pj gehörigen konjugierten Zahlen ß^f...ß^ f&r 
diesen Bereich die Darstellung: 

/5. = u,y<.^) + . • . + u,yf) (pj (i = 1/2, - .-X), 

und da {'y^^\ . . . y^^^) n. d. Y. ein Fundamentalsystem ist, so ist ß dann 
und nur dann modulo p^ ganz, wenn ti^, ... u^ ganze |>-adische Zahlen 
«ind. Genau ebenso zeigt man, daß ß nur dann modulo p, bzw. p, 
algebraisch ganz ist, wenn alle Koeffizienten t;^, . . . v^ bzw. w^y.,.w^ 
ganze |>-adische Zahlen sind; damit ist also unsere Behauptung voll- 
ständig bewiesen. 

Nun kann man leicht die in der Eörperdiskriminante von K{a) 
enthaltene Potenz D{p) der Primzahl |) bestimmen: Erhebt man nämlich 
die Determinantenrelation (7) zum Quadrate, so ergibt sich links die 
Diskriminante des Fimdamentalsjstemes (5) modulo p, rechts das 
Produkt der Körperdiskriminanten modulo p^, p^, p,. Man erhält 
also den Satz, welchen ich gleich f&r den Fall ausspreche, daß p 
h verschiedene Primteiler innerhalb Jf(a) besitzt: 

Die in der Eörperdiskriminante von K{a) enthaltene 
Potenz einer beliebigen Primzahl p ist stets gleich dem Produkte 
aller zu den verschiedenen Primfaktoren von p gehörigen 
Diskriminantenteilem, d. h. es ist: 

(8) D(i,) -YlDi^r) -TIp'''' - «(^*>r'). 

wenn: 



(8a) P-tlPi' 



ist, und allgemein f^ den Grad, e^ die Yerzweigungsordnung 
des Primteilers p^ bedeutet. 
Umgekehrt ist ein System von modulo p ganzen algebraischen 

Zahlen, dessen Diskriminante genau durch p ' ' teilbar ist, stets 
ein Fundamentalsystem modulo p. 

Ist speziell die Primzahl p in keiner der Ordnungszahlen e^ ihrer 
Primteiler p^ als Divisor enthalten, so ist allgemein: 

^» ^^ ^v 
und da Cj/*! + • • -f ß*/** = w ist, so folgt daß in diesem Falle D{p) 
genau gleich: 

ist, wo: 

(8b) Y-/i +/; + •••+/; 
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die Summe der Grmde aUer TerechiedeDeii Primtefler Ton p bedeutet 
Ist dagegen auch nur eine der OidnungszaUeu e^ durehp teübar, so 
ist D{p) sicher großer als JJ^"A 

Endlich enthalt die Eorperdiskriminante die Primzahl p dann 
und nur dann gamicht^ wenn jeder der Jb Primteiler p^ tou der Ordnung 
«^«ly wenn also kon einziger unter ihnen ein Yenweigunggtetler ist. 
Dann und nur dann ist also p kein Teiler der Eorper- 
diskriminante Ton K{a)j wenn alle Ar den Bereidi T<m p 
konjugierten p-adisehen Zahlen dieses Körpers nach ganzen 
Potenzen Ton p fortschreiten. 
Es seioi nun wieder p^y {H,* t^ ^^ ^ ^^ Primzahl p enthaltenen 
Ton onando' Tevsdiiedcnai Primteilery dann will idi jetzt dlgemeiner 
alle diejenigen Zahtan Ton K{ft) betraditeDy welche durch ein bdiebiges 
Produkt 

Ton P^ytenaen diesor DiTisoren teQhar sind, welcke also in bezi^ aof n, 
haw. p^ und |9|| minde sten s die Ordnongsiahlen r^ bsw. r, und r, be- 
aiisML Auch fibr diese Zahlen können wir sdir leicht ein Fundamental- 
STslem ans ittm F andamwit a kjsleMen ftr die DiTiMNrcn Yx? V^r V^ 
In der Tat, seioi die m^k + p + w Zahlen: 



(10) F^,...F^: ?%..?■; 



r<W 



... *' 



bsw. fkt die Mnltqpla iet drei D i i is or en - 

pi'* n^ n^ 



wie »e a. S. ±26 £igde. besÜaunt wunkoL und zwar seien sie wieder wie 
n. S. 230 ¥un ▼omkezein so aagesoaufeaz« daS die ji -r r f& den 
Bera^ Ton )^ und ^ zu r^^. ..?^^' kM}if;iertai Zahkn ^kich Stmü 
wamL und daS das eutspieckcnde fSr die beiden ■imIsiih IWtinIsfsseBie 

(7^....«^0 ">»{ '7^--^*'} g^ StanbewwtmanwwtiickebeMi, 
wie für d» System (^5) a. S. ^. ^t anch die • Zahkn (10) ftr den 
Divisor b ein Fumhsieutshjiifciai büdcn, daS aimiiek ew 2Jil: 



bHL du^ ^ teiUMr iat^ wenn «& • Ko 



«^« r^ w^ limi-Kfi gsmie raftionale jr-adiadbe Tshhs suwL Audk hier 
ist nintüA die l)>nrtii ■i—afs dinst» SfsteuM« «nun wie in I a. S. ä3l> 



■> 



(12.) f:'. ^^ K - 1: ■ <■ - ^': 
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also von Null yerschieden: daher ist jede Zahl ß sicher in der 
Form (11) mit ganzen oder gebrochenen Koeffizienten u^ darstellbar. 
Soll aber ß durch pj[> teilbar sein^ und beachtet man, daß auch jetzt für 
den Bereich von p^ die Zahlen ^ und T Null sind, so folgt, daß 
wieder: 

^^«^y<« + ... + «,/)^0 (modpj-), 

sein muß, was dann und nur dann möglich ist, wenn die Koeffizienten 
^17 '-'^x ganze jp-adische Zahlen sind; und da genau das Entsprechende 
f&r die Koeffizienten t;^ und tc^ gilt, so ist unsere Behauptung yoU- 
ständig bewiesen. 

Erhebt man die Determinantenrelation (12) zum Quadrat, so folgt 
genau wie in (8) die Gleichung: 

(13) D(b) - D(pi' p;« pi') - i)(pi') D(p;-) D(p;'), 

wo D(V) wieder die in der Diskriminante (12) des Fundamentalsystemes 
fClr den Divisor b enthaltene Potenz von p bedeutet; und da nach der 
a. 8. 228 bewiesenen Gleichung (13b): 

(13a) Z)(p:') = n(p;')M)(p») 

ist, so ergibt sich die Gleichung: 

(13 b) D{h)^n{V)D{p), 

wenn D{p) wieder die Potenz von p bedeutet, welche in der Diskri- 
minante des Fundamentalsystems für die modulo p ganzen algebraischen 
Zahlen enihalten ist. 

Ist (|(^), . . . !(**)) irgend ein Fundamentalsystem fdr die Multipla 

von b, etwa das in (10) betrachtete (y^^, d^*\ i^'O. «»d sind (V*>, . . . i?<"0 
n andere Multipla .von b, so sind die Elemente i^(^ durch das System 
(i^^\ . . . 6^">) in der Form: 

mit ganzzahligen |>-adischen Koeffizienten darstellbar, und man zeigt 
genau ebenso wie a. S. 116, daß das System (i^^^^, . . . tj^")) dann und 
nur dann ebenfalls ein Fundamentalsystem fQr denselben Divisor ist, 
wenn die ganzzahlige Determinante [c^j^l eine Einheit modulo p ist 
Da nun die Diskriminanten jener beiden Systeme durch die Gleichung: 

!>(>?«) -k«l*-i>(l«) 

zusammenhangen, so folgt, daß je zwei Fundamentaldiskriminanten 
für denselben Divisor b dieselbe Potenz D(b) von p enthalten. Es 
gilt also der Satz: 
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Ein System von n Vielfachen von b = pj« pj* pj» ist dann 
und nur dann ein Fundamentalsystem f&r diesen Divisor^ wenn 
seine Diskriminante durch die kleinsimögliche Potenz von p, 
nämlich genau durch 

(13b) D(b) = «(b*) D(jp) = n(V)n{n{py^)) 

teilbar ist. 

§ 5. Die vollständige Bestimmung der KSrperdiskriminante. 

Die im vorigen Abschnitte vollständig durchgeführte Untersuchung 
der Fundamentalsysteme für den Bereich einer beliebigen Primzahl p 
gibt uns nun das Mittel , auch die absoluten Fundamentalsysteme für 
die ganzen Zahlen des Körpers K(a) genau kennen zu lernen und die 
Konstitution der Körperdiskriminante^ eines der Hauptprobleme der 
ganzen Theorie, vollständig anzugeben. 

Im § 5 des fünften Kapitels wurde gezeigt, daß man in dem Körper 
Jr(a) vom n^^ Grade durch eine endliche Anzahl von Versuchen stets ein 
System (ri^^\ iy(% . . . rj^**^) von n ganzen algebraischen Zahlen so be- 
stimmen kann, daß alle und nur die ganzen algebraischen Zahlen 
von K(a) in der Form: 
(1) WiV'^ + ti,V*)+ . • . +w„i^(-) 

mit ganzzahligen reellen Koeffizienten ti,. darstellbar sind. Ein solches 
System nannten wir ein Fundamentalsystem für den Körper K(a). Wir 
bewiesen nun a. S. 121, VIII und S. 122 IX, daß ein System (V^>, . . . i?^*>) 
dann und nur dann ein Fundamentalsystem ist, wenn es dieselbe Eigen- 
schaft für den Bereich einer jeden reellen Primzahl p, q, - * - besitzt. 
Nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenien Satze kommt diese 
letzte Eigenschaft einem System (i;^*^) von ganzen Zahlen dann und 
nur dann in bezug auf die Primzahl p zu, wenn seine Diskriminante 
genau durch das über alle Primteiler p^ von p erstreckte Produkt: 

teilbar isi Da nun genau derselbe für jede der unendlich vielen reellen 
Primzahlen Py q, * - - gilt, so folgt jetzt, daß ein System von n ganzen 
algebraischen Zahlen (i^^^^, 17^% • • • V^"^), dann und nur dann ein abso- 
lutes Fundamentalsystem für den Körper K{a)y daß also seine Dis- 
kriminante: 

D(,,w,i/»),... ,,(-)) = 1,W|» 

dann und nur dann die Körperdiskriminante ist, wenn dieselbe ab- 
gesehen vom Vorzeichen gleich 
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(2) ninv^-')-np'^^''' 

ist; wo das Produkt über alle unendlich vielen Primteiler p des 
ganzen Körpers K{a) erstreckt wird^ und jedesmal p die zu p gehörige 
Primzahl; e die Verzweignngsordnung von p bedeutet. 

Die Diskriminante eines jeden Systems yon n linear unabhängigen 
ganzen algebraischen Zahlen ist eine von Null verschiedene ganze 
rationale Zahl, und ist also stets gleich dem Produkte einer endlichen 
Anzahl gleicher oder verschiedener Primteiler p. Hieraus folgt, daß 
das obige Produkt (2) auch nur eine endliche Anzahl von Primteilern 
p enthalten, d. h. daß nur för eine endliche Anzahl derselben a > 1 
sein kann. Es ergibt sich also der wichtige Satz: 

In jedem Körper K(a) gibt es nur eine endliche Anzahl 
von Verzweigungsteilem. 
Ich nenne nun das über alle Primdivisoren p von K(a), oder, was nach 
der soeben gemachten Bemerkung dasselbe ist, das nur über die Ver- 
zweigungsteiler von K(a) erstreckte Produkt 



(3) 3=/J»''"' 



den Verzweigungsdivisor oder den Verzweigungsteiler von 
K{a). Dann ergibt sich jetzt das folgende schöne und für die ganze 
Theorie der algebraischen Zahlen grundlegende Resultat: 

Die Körperdiskriminante eines beliebigen Körpers K(u) 
ist durch die Gleichung 

(4) D(a)-»±«(3) 

bis auf das Vorzeichen vollständig bestimmt. 
Im allgemeinen enthält der Verzweigungsdivisor 3 jeden Primteiler p in 
der (6— 1)**° Potenz, wenn e die Ordnung von p ist. Nur für diejenigen 
Primteüer, deren Ordnung durch die zugehörige Primzahl p teilbar 
ist, ist € > c. Da die Ordnung e eines Primteilers höchstens gleich n 
sein kann, so kann 3 höchstens die Primteiler derjenigen Primzahlen p, 
welche gleich oder kleiner als n sind, in höherer als der (e — 1)**^ 
Potenz enthalten, aber auch diese nur, wenn dann e durch p teilbar 
ist. So tritt für einen Körper K{a) stets nur eine ganz kleine An- 
zahl von solchen höheren Potenzen von Primfaktoren in dem Ver- 
zweigungsteiler auf; aber diese kommen auch wirklich vielfach vor, 
und es erscheint als ein wesentlicher Vorzug der hier auseinander- 
gesetzten Theorie, daß diese hier keine Ausnahmestellimg einnehmen, 
und der Untersuchung auch nicht die geringste Schwierigkeit bieten. 
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Durch die vorige üntersuchimg ist die Kdrperdiskriminante nur 
bis aiif das Vorzeichen bestimmt worden. Aber auch dieses läßt sich 
leicht angeben und zwar mit Hilfe einer Methode, welche die volle 
Analogie zwischen der bis jetzt durchgeführten Untersuchung der Teil- 
barkeit der algebraischen Zahlen mit den später zu gebenden Betrach- 
tungen über die Größe der algebraischen Zahlen deutlich hervor- 
treten läßt. 

Zunächst ist klar, daß alle von Null verschiedenen Diskriminanten 
in dem Körper K{a) dasselbe Vorzeichen haben, da je zwei sich nur 
um das <)uadrat einer rationalen Zahl, nämlich der Substitutionsdeter* 
minante unterscheiden. Also braucht man nur festzustellen, welches 
Vorzeichen z. B. das Produkt d{f(ß)) ^ Tlia^ — a^^ der quadrierten 
Wurzeldifferenzen der Orundgleichung: 

besitzt, welches ja nach (7 c) a. S. 105 mit der Diskriminante D(f(x)) 
jener Gleichung durch die Relation: 

(5) d(f{x))^{^lf^D(f(x)) 

zusammenhängt. 
Ist nun: 

(6) m=n(x)u{x)...ax) 

die Zerlegung der Funktion f{x) in ihre reellen irreduktiblen Faktoren, 
d. L in ihre reeUen Linearfaktoren, bzw. in die reellen Faktoren zweiten 
Grades: 

(6a) {x-{a- bi)) (x - {a + bi)) -^ x^ - 2ax + (a« -f 6*), 

deren Linearfaktoren immer je zwei konjugierten komplexen Wurzeln 
entsprechen, so ergibt sich aus der Gleichung (6), wenn man auf beiden 
Seiten zu den quadrierten Wurzeldifferenzen übergeht*): 

(7) d(fix)) - U d(f,) . /7i?(/;, Q, 

i i>k 

und da die reellen Quadratzahlen S^ifi, fj) alle positiv sind, so erhält 
man durch Übergang zu den Vorzeichen: 



sgn d{f{x)) - Yl ^«^ ^</«(^))^ 



^ Diese Gleichung folgt entweder direkt, oder aoB der entsprechenden 

Diskriminantengleichnng in (7) a. S. 60, wenn man dort nach (5) D(h{x)), 

BQciß)) und BQh{x)k{x)) durch dQ%{x)), d{k{x)) und d(h{x)kiaü) ersetzt und 
beachtet, daß dann das Voneichen (— l)"*^ fortmilt. 
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wenn allgemein sgn (a) das Vorzeichen der Zahl a bedeutet. Nun ist 
aber für einen reellen Linearfaktor, bzw. ffir einen irreduktiblen reellen 
Faktor zweiten Grades: 

d{x - a) - a\ d({x - (a - 6»)) (a; - (a + 6i))) = {2h%f - - 46», 

d. h. ihre Vorzeichen sind bzw. positiv und negativ.. Ist also allgemein 
der irrednktible Faktor f^{x) vom Grade f^, wo f^ gleich 1 oder gleich 2 
sein kann, so ist 

sgnd(/;(x)) = (-l)^-^ 

nnd hieraus folgt sofort, wenn man noch beachtet, daß offenbar 

ist: 

(8) 8gad(f(x))~YJi-l)'r-~(-iy-\ 

Die samtlichen Diskriminanten der Körpers K(a) sind also 

positiv oder negativ, je nachdem die Differenz n — h aus dem 

Grade des Körpers und der Anzahl h der irreduktiblen reellen 

Faktoren der Grundgleichung gerade oder ungerade ist. 

Hierdurch ergibt sich also für die Körperdiskriminante D(jk) die 

folgende auch dem Vorzeichen nach bestimmte Darstellung: 

(9) D(^)-{-iy''n{S) 

§ 6. Die Ideale J(b) des Korpers K(a). Die Fondamentalsysteme für 
ein Ideal und ihre Diskriminanten. 

Die Fundamentalaufgabe für alle Teilbarkeitsfragen in der Theorie 
der algebraischen Zahlen hatte ich bereits am Anfang des achten 
Kapitels einfach formuliert; mit Hilfe der soeben durchgeführten Be- 
trachtungen kann sie jetzt ohne Schwierigkeit gelöst werden. Ich 
sprach diese Aufgabe folgendermaßen aus: 
Es sei: 

b =- p^q*!* . . . t"» 

ein beliebiger algebraischer Divisor des Körpers K{a)] es 
sollen alle Vielfachen von b innerhalb K{a) gefunden werden. 
Ist speziell b » 1, so sind alle Multipla von b die samtlichen 
ganzen algebraischen Zahlen von K(a)\ wir haben bewiesen, daß sie 
alle durch ein Fundamentalsystem (J<^\ • • • g<")) homogen und ganz- 
zahlig darstellbar sind, welches durch eine endliche Anzahl von Ver- 
suchen gefunden werden kann, und dessen Diskriminante (— iy''^n(Q) 
wir im vorigen Abschnitte genau bestimmt haben. Genau die ent- 



) 
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sprechenden Resultate gelten nun für den Bereich aller VielfEU^hen 
von b. 

Alle Multipla von b bilden einen durch diesen Divisor vollständig 
charakterisierten Bereich, welcher durch 3(b) bezeichnet, und falls 
einmal ein Name erwünscht sein sollte, nach Dedekind das zu b 
gehörige Ideal genannt werden soll. 

Für die dem Bereiche 3(b) zugehörigen Multipla von b bestehen 
dann offenbar die folgenden Sätze: 

1. Sind ^^\ . . . ^''^ Multipla von b, so ist auch jede Zahl 

ein Vielfaches von b, falls die Koeffizienten u^ ganze rationale 
Zahlen sind. 

2. Jede Zahl ri des Körpers K(a) kann mit einer solchen 
ganzen rationalen Zahl g multipliziert werden, daß das Produkt: 

ein Multiplum von b wird, also dem Bereiche 3(b) angehört. 
Ist nämlich rj kein Multiplum von b, ist also 

^= * 
b n 

in der reduzierten Form noch nicht ein ganzer Divisor, und ist ^ die kleinste 
ganze rationale Zahl, welche durch den reduzierten Nenner n von y teilbar 
isi^ so ist gri durch b teilbar und gehört also dem Bereiche 3(b) an. 

3. Aus dem vorigen Satze folgt, daß man stets ein System 
von n linear unablüngigen Vielfachen von b in dem Körper 
K(a) finden kann. 

Ist nämlich (i;^^), . . . 17^")) irgend ein System von n linear unab- 
hängigen Zahlen von K{a), dessen Diskriminante D{rf^) also nicht 
Null ist, und sind nicht alle seine Elemente Multipla von b, so kann 
man sie mit solchen ganzen Zahlen gi, - -- gn multiplizieren, daß die 
n Zahlen Ü^^ -= g^rf^^ alle b enthalten, und da die Determinante: 

\i!^\...Sr^\-'\g^t\g,v?\--9nV^^\-9i9,'-9n\vf\'-t^ 

offenbar ebenfalls von Null verschieden ist, so ist unsere Behauptung 
bewiesen. 

Ist nun (^^\ ^^\ . . . g<*>) irgend ein System von VielfiEtchen von b 
mit nicht verschwindender Diskriminante, so ist jede Zahl i von K{a) 
auf eine einzige Weise in der Form: 
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mit rationalen Koeffizienten darstellbar^ und ^ ist sicher ebenfalls ein 
Moltiplum von b, wenn alle Koeffizienten u^ ganze Zahlen sind.' Da- 
gegen kann ( auch durch b teilbar sein^ wenn nicht alle u^ ganze 
Zahlen sind, aber man beweist genau ebenso wie a. S. 112 — 115 
die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Man kann für einen beliebigen Divisor b stets ein Funda- 
mentalsystem {i^^\ . . . 1^")), d. h. ein System Ton n solchen 
Vielfachen von b finden, daß jedes Multiplum | auf eine ein- 
zige Weise in der Form: 

mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist. 
Beim Beweise dieses Satzes können wir den Divisor b als ganz 
annehmen; denn ist b gebrochen^ und g eine solche ganze rationale 
Zahl, daß 

ein ganzer Divisor ist, und ist dann: 

|W, |W, . . . t« 
ein Fundamentalsystem f&r den ganzen Divisor bo; so ist offenbar 

y i^ f 

ein Fundamentalsystem für den gebrochenen Divisor — » b; denn eine 

^ I 

Zahl I enthält ja dann und nur dann den Divisor b^, wenn — den 

h ^ 

Teiler -^ besitzt. 
9 

Ist nun b ein beliebiger ganzer Teiler, und ist (5^*>, i^*\ . . . 5^")) ein 
linear unabhängiges System von n ganzen algebraischen durch b teil- 
baren 2iahlen, so beweist man genau wie a. S. 112 den Satz: 
Eine Zahl: 

t(«) 



(1) ^^ltfl±:?ifL±i:i±^t 



kann nur dann ein Multiplum von b sein, wenn bei ihrer Dar- 
stellung durch das System (|(^>, i^*\ . . . 5^*)) der Nenner d gleich 
der Diskriminante des Systems (S(^>, . . . (<">) ist. 
Es sei nun 8 eine der Zahlen 1, 2, . . . tt; ich betrachte dann 
ebenso wie a. a. 0. alle diejenigen Multipla von b: 
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in deren Zähler die Koeffizienten nicht negativ und höchstens gleich d 
sind; unter diesen sei 

(ib) ß^^^^-:+^ 

diejenige oder eine Yon denen, bei welchen der Koeffizient v^!^ von i^*^ 
möglichst klein, aber nicht Null ist. Dann beweist man genau wie 
a. S. 114 daß für jede andere Zahl y^*^ der entsprechende Koeffizient v^ 
durch diesen kleinsten Koeffizienten v^*} teilbar sein muß. Sind also 
wieder die n Zahlen: 

P ^ ~ d ' 

p ^ - d ' 

ein vollständiges System von n Yiel&chen yon b, in welchen bzw. die 
Koeffizienten t^^ t;^^^ - * - ^"^ positiv und möglichst klein sind, so be- 
weist man wortlich ebenso, wie a. S. 115, daß alle und nur die Mul- 
tipla von b auf eine einzige Weise in der Form 

(3) w,^^)+... + u,/J<«) 

mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar sind, daß also diese n Zahlen 
(2) wirklich ein Fundamentalsystem f&r den Divisor b bilden. 

Jedes andere Fundamentalsystem (y<^>, . . . y(")) für denselben 
Divisor geht aus einem solchen, etwa aus dem soeben gefundenen 
(ß^\ . . . ß^*^) durch eine ganzzahlige Substitution 

(4) y^'J!c,,ßf^' 

k 

hervor, deren Determinante | c^^^ | =- ± 1 ist. 
Dies folgt ohne jede Änderung aus dem für die absoluten Funda- 
mentalsysteme a. S. 116 — 117 geführten Beweise; und durch Übergang 
zu den Diskriminanten ergibt sich auch hier aus (4) die Gleichung: 

(5) rf(y<»>,...y<->)-|««|«-rf(/J(^>,.../J(->). 
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Da das System der n Vielfachen 7^^ von b dann und nur dann ein 
Fnndamentalsystem für diesen Divisor ist, wenn die ganzzahlige Deter- 
minante I Cj^ I » ± 1 isty so gilt auch hier der Satz: 

Ein System von n Vielfachen von b ist dann und nur 

dann ein Fundamentalsystem für b, wenn seine Diskriminante 

möglichst klein ist. 
Unter Benutzung des am Schlüsse von § 4 hergeleiteten Resultates 
ist es nun leicht, die s. g. Fundamentaldiskriminante für einen 
Divisor b, d. h. die Diskriminante des zu b gehörigen Fimdamental- 
«ystemes zu bestimmen. Es sei nämlich p irgend eine reelle Primzahl, 
welche wieder der Einfachheit wegen innerhalb K(a) nur die drei von- 
•einander verschiedenen Primfaktoren p^, p,, p,, jeden einzelnen aber 
ev. auch mehr als einmal enthalten möge. Femer sei 

(6) ^p-P?Pi^r,' 

das Produkt der in b enthaltenen Potenzen von p^, p^ und p,; dann 
sind die Exponenten r,. im allgemeinen gleich Null und nur dann von 
Null verschieden, wenn der bezügliche Primteiler p^ wirklich in b 
vorkommt. Ist dann {y^^\ y^^\ . . . y("^) ein Fandamentalsystem für den 
Divisor b, so ist dasselbe System auch ein Fundamentalsystem für das 
in b enthaltene Produkt b^==pj»p5»p5»; denn einmal sind in der Form 

(7) t*i/^) + u,y(») + ... + M„y<") 

mit ganzen jp-adischen Koeffizienten nur Multipla von b^ enthalten, 
weil ja alle Elemente y^^ durch b, also auch durch b^ teilbar sind. 
Wäre andererseits auch nur eine solche 2iahl mit gebrochenen |)-adischen 
Koeffizienten 

(7 a) 

durch by teilbar, so zeigt man genau wie a. S. 1 21 Mitte, daß dann auch 
ihr nnliter Nähemngswert, d. h. die gewöhnliche algebraische Zahl: 

durch bp divisibel sißin muß, weil der fortgelassene Teil nach (7) sicher ein 
Multiplum von b^ ist. Da aber dieser Quotient ß^ alle nicht in p enthal- 
tenen Primteüer von b ebenso oft enthält, als b selbst, und da soeben 
bewiesen wurde, daß dasselbe auch für pj», pj« und pj» gilt, so wäre 
dieser Quotient eine algebraische durch b teilbare Zahl; das System 
(y^^\ . . . y(")) wäre also entgegen unserer Annahme noch kein Funda- 
mentalsystem für b; damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Hantal, Thaorl« dar algebraisohan Zahlen. I. -^ß 
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Wir wissen aber nach dem Satze (13) a. S. 233, welche Potenz 
yon p die Diskriminante eines Fundamentalsystems ftir einen Divisor 
ViV^V^ enthält; da nun dieselbe Potenz von p in der Diskriminante 
von {y^^\ . . . ^('*)) auftreten muß, und da dasselbe für eine jede reelle 
Primzahl gilt^ so et-gibt sich die wichtige Gleichung: 

(8) i>(b)=±r]r2)(po, 



^^(r) 



wo sich das Produkt rechts auf alle unendlich vielen Primteiler p von 
K{cl) erstreckt, und wo f)'' jedesmal diejenige Potenz von p bedeutet 
welche in b enthalten ist. Nach dem a. S. 228 (13a) und (13b) be- 
wiesenen Satze besteht endlich die Gleichung: 

(8a) 2>(t)0 = <(PO')n(r-0, 

also ergibt die Substitution dieses Wertes in (8): 

i>(P0-«((JT»'')>«(J7«^"-')' 

oder da nach unserer Definition: 

ist, weil ja jeder Exponent r angibt, wie oft der zugehörige Divisor p 
in b enthalten ist, so folgt endlich bei Berücksichtigung des auch 
hier auftretenden Vorzeichens die Fundamentalgleichung: 

(9) 2)(b)-(-l)-^(b»3). 

§ 7. Char&kteristisclie Eigenschaften der FundamentalBysteme f&r 

einen Divisor. 

Das soeben gefundene Resultat liefert leicht eine notwendige und 
hinreichende Bedingung daf&r, daß ein vorgelegtes System: 

(1) (ru<",...|w) 

ein Fundamentalsystem f&r ein Ideal /(2)) ist, und laßt uns, falls dies 
der Fall sein sollte, auch sofort den Divisor Z) erkennen, fOr welchen 
die n Zahlen (1) ein Fundamentalsystem bilden. Es gilt nämlich 
der folgende merkwürdige Satz: 

Igt (|(i), g(*), . . . |(*)) ein beliebiges System von ganzen 
oder gebrochenen algebraisdiien Zahlen, und 
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(la) » - (SW, |W, . . . |W) 

der größte gemeinsame Teiler seiner n Elemente, so ist dieses 
System dann und nur dann ein Fundamentalsystem für einen 
Diyisor, wenn die Gleichung besteht: 

(Ib) d(6<'>)'=,61'>|*-±n(®»3), 

und zwar ist in diesem Falle jener Diyisor genau gleich Z). 
In der Tat, ist der Divisor ® - (g^*), gW . . . 6<«)) der größte ge- 
meinsame Teiler der n Elemente l^f^, so sind offenbar alle algebraischen 
Zahlen: 

mit ganzzahligen Koeffizienten u^ Multipla von 2), und zwar ist S) der 
größte gemeinsame Teiler aller dieser unendlich vielen Zahlen w, 
denn man kann ja die u^ stets so wählen, daß das zugehörige w einen 
beliebigen Primteiler p genau so oft enthält, als 2) selbst; ist nämlich 
((0 ein Element jenes Systemes, welches genau durch die in S) enthal- 
tene Potenz von p teilbar ist, so setze man u^^ 1 und alle anderen 
u, = 0. Ist also (l^^\ . . . S^")) überhaupt ein Fundamentalsystem für 
einen Divisor, so muß dieser gleich 2) sein. 

Es sei nun (i^^^^ . . . rj^^^) ein Fundamentalsystem für diesen Divisor 2), 
so ist nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze (9): 

Da femer alle n Zahlen if^ auch 2) enthalten, also durch das System 
(i^^^\ . . . i^^")) darstellbar sind, so bestehen die n Gleichungen mit ganz- 
zahligen Koeffizienten: 

d. h. es ist: * 

(Ic) d(g«) = |c„|». d(,(*)) - ± |C„|» . «(»«3). 

Dann und nur dann, wenn |c^^|'=l ist, ist auch umgekehrt das 
System (ij^^^) durch (S<^) ganzzahlig ausdrückbar, nur dann ist also 
(S^^), . . . !(">) ein Fundamentalsystem für den Divisor 2); und da dann 
(Ic) in (Ib) übergeht, so ist damit der verlangte Beweis erbracht. 

Ich will jetzt einen anderen Ausdruck für die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür angeben, daß ein System (6^^^, 6^*^, . . . 5^"0 
ein Fundamentalsystem für einen Divisor ist; zu diesem Zwecke schreibe 
ich die obige Gleichung (Ib) in einer anderen, aber völlig äquivalenten 
Form: Es seien nämlich S)^, 3j, ^^^ d(6^^^ • • • S^**% diejenigen Potenzen 
der zu p gehörigen Primteiler bzw. von p selbst, welche in S), 3 

16* 



) 
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und d(l^^^\ . . . I^**)) enthalten sind. Ziehen wir dann aus der Gleichung 
(Ib) links und rechts den auf die Primzahl p gehörigen Teil heraus, 
so ergibt sich die speziellere Gleichung: 

da aber das über alle Primzahlen p erstreckte Produkt der beiden 
Seiten dieser Gleichung wieder die vorige Gleichung (Ib) ergibt, so 
sind beide Bedingungen einander äquivalent. Wir können also das jetzt 
erlangte Resultat folgendermaßen aussprechen: 

Ein System (^^^\ . . . S^")) ist dann und nur dann ein 
Fundamentalsystem fiir die Multipla eines Divisors S), wenn 
dasselbe für den Bereich einer jeden Primzahl p ein Funda- 
mentalsystem für die Multipla des zugehörigen Divisors S)^ 
ist. Ist dies umgekehrt der Fall, und ist für den Bereich einer 
jeden Primzahl p S)^ derjenige Divisor, für welchen (g^*)) ein 
Fundamentalsystem ist, so ist der zu diesem Systeme ge- 
hörige Divisor ^ gleich dem über alle reellen Primzahlen p 
erstreckten Produkte: 



(2) S) =]J 






Da man den zu einem Fundamentalsysteme (^^^\ . . . g^"^) zugehörigen 
Divisor 3)^, wie jetzt gezeigt werden wird, sehr leicht bestimmen kann, 
so liefert die Gleichung (2) ein höchst einfaches Mittel, den zu einem 
Fundamentalsystem gehörigen Divisor 2) zu finden. 

Es sei nämlich (g^^) ein Fundamentalsystem für die Multipla 
eines Divisors S) und es sei wieder wie a. S. 241: 

(3) 2)p-P?P?P? 
der zu einer beliebigen Primzahl 

(4) p-p{^P^Vs^ 

gehörige Divisor von 3). Dann ist dieses System ({W) dann und nur 
dann ein Fundamentalsystem für die Multipla von ^^, wenn es für 
den Bereich von p äquivalent ist einem Systeme: 

y(i), . . . y(^); d^^\ . . . d^h a^^) . . . «^'), 

dessen drei Teile (y^^)^ (*^*0^ C«^*^) bzw- Fundamentalsysteme für die 
Multipla von p[^, f)J|% pj|* sind, und die wieder so gewählt werden 
können, daß die zu pg und p, gehörigen Entwicklungen der Zahlen 
(y^'^) gleich Null sind usw. Ich will das aus (y<^), . . . ^^)) und seinen 
X für den Bereich von p^ Konjugierten gebildete System: 
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(5) (I^) = ' 



Wp> ■ ■ ■ yf'J 



ein Partialsystem der r^ Ordnung nennen, wenn es ein Funda- 
mentalsystem fQr die Vielfachen von p^' ist, und die entsprechende 
Bezeichnung soll für die anderen Systeme: 

(5a) ra-(4^), ra-(ai^^) 

gelten. Dann kann man das bisher erlangte Resultat folgendermaßen 

aussprechen: 

Ein System (gi^^ g? \ . . . gi"^) ist dann und nur dann ein 
Fundamentalsystem für die Multipla eines Divisors, wenn 
dasselbe für den Bereich einer jeden reellen Primzahl p äqui- 
valent einem Systeme 

/xi:\ , 

(6) , I^f, 

V , , rif > 

ist, welches entsprechend den Primfaktoren p^, p^' fs ^^^ P 
in Partialsysteme zerfallt. Ist femer jedesmal r die Ordnung 
des zu einem Primteiler p gehörigen Partialsystem s (F^), so 
ist der zu dem Fundamentalsystem (g^'^) gehörige Divisor 2) 
durch das über alle Primteiler p erstreckte Produkt: 

(7) ^U"^ 

eindeutig bestimmt. 
Zwei Systeme sind einander für den Bereich einer Primzahl p 
dann und nur dann äquivalent, wenn sie ineinander durch eine um- 
kehrbare Transformation mit rationalen ganzzahligen jp-adischen Koeffi- 
zienten übergehen. Alle wesentlichen Eigenschaften in bezug auf ihr 
Verhalten zu dieser Primzahl p sind äquivalenten Systemen gemeinsam. 
Hier können daher statt der Fundamentalsysteme {^k) die ihnen äqui- 
valenten zerfallenden Systeme (6) untersucht werden, und für die in 
ihnen auftretenden Partialsysteme r^' Ordnung (F^) können die ihnen 
äquivalenten einfachsten derartigen Systeme, z. B. diejenigen betrachtet 
werden, welche aus den e/* — A konjugierten zu einem Systeme 

/»-0,1,.../--1\ 
U=0,l,..«-1/ 



> 
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gebildet sind; denn dieses geht ja aus dem Fondamentalsysteme (4) 
a. S. 222 für den Divisor f)® durch Multiplikation mit iC henror, ist 
also nach (11) und (Ha) a. S. 226 ein Fundamentalsystem für den 
Divisor y. Bei Einführung dieser reduzierten Fundamentalsysteme statt 
der allgemeinen werden nun die meisten ihrer sonst ziemlich verborgenen 
Eigenschaften so evident, daß sie ohne weiteres abgelesen werden können. 
Dies soll im nächsten Paragraphen an dem interessanten Beispiel der 
s. g. komplementären Divisoren deutlich gemacht werden. 

§ 8. Komplementäre Systeme und komplementäre Divisoren. 
Zu einem beliebigen Systeme 

(1) iyiV) 






mit von Null verschiedener Determinante: 
(la) H-|,!>r 

gehört bekanntlich ein eindeutig bestimmtes , das s. g. reziproke 
System*): 

(2) iW) 



nf, ■ ■ ■ ¥i-' 



TT' 




in welchem jedes Element 

h(*) 

(2a) 'rt^^^ 

gleich der zu 17^*) (nicht zu it(^^ gehörigen ünterdeterminante H^*) von 
(1) dividiert durch die Determinante ist. 

Aus der Natur dieser beiden Systeme folgen nun bekanntlich 
sofort die n' Oleichongen: 

(3) E, F, - ^Wi^')+ ^«1,« + • • . + ^c-),« - «IS 

WO das symbolische Produkt H^ F, die Summe der aus den Elementen 
(i^J*>, . . . ^<*)) der •*" Horizontalreihe H^ von (2) und den entsprechenden 



*) Die wenigen allein für diesen Paragraphen nötigen HülfBs&tse auf der 
Lehre von den Determinanten sind hier nur kurz bewiesen. Sie finden sich aus- 
führlich dargestellt z. B. in den Vorlesungen über die Theorie der Determinanten 
von Kronecker, XX. Vorlesung. 
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Elementen der l^"" Vertikalreihe F,= {ri^l\ . . .i^W) von (1) gebildeten Pro- 
dukte bedeutet und di^ gleich Null oder Eins ist, jenachdem i^l 
oder i^l ist. 

Nach der bekannten Definition für das Produkt zweier Systeme 
können diese n^ Gleichungen durch die eine Systemgleichung: 

(3a) (^«) (,«) - iE, r,) - (dW) = (1) 

Tollstandig ersetzt werden, in welcher das System (d^p) = (1) das s. g. 
Einheitssystem^ d. h. das Diagonalsystem bedeutet, dessen samtliche 
Diagonalelemente gleich Eins, alle übrigen aber Null sind. 

Aus der Gleichung (3 a) folgt nun leicbt die allgemeinere 
Relation: 

<3b) mm-mm=a), 

d. h. jedes System ist mit seinem reziproken Systeme vertauschbar. 

Ist also (^W) reziprok zu (lyW), so ist auch umgekehrt 
(i/o) zu (^^">) reziprok. 
Durch Übergang zu den Determinanten ei^bt sich femer aus (3 a) 

(Sc) l^«lh^'i-i, 

d. h. die Determinanten reziproker Systeme sind reziproke 
Zahlen. 
Ist 

(4) m-m(<*'^) 

ein System, welches aus {rj^p) durch hintere Multiplikation mit einem 
Systeme (a^) von nicht verschwindender Determinante hervorgeht, so 
ergiebt sich für das reziproke' System (iJP) die Darstellung: 

(4a) {^'^)-iäfi>)m, 

denn in der Tat besteht ja ffir dieses System die Gleichung: 

<4b) (g*») m = m m i^) («^^) = (äi^) (i) («i;^) =- (i) 

Das reziproke System eines Produktes aus zwei (oder 
auch aus mehr als zwei) Faktoren ist gleich dem Produkte 
der reziproken Systeme der Faktoren, aber in umgekehrter 
Reihenfolge. 
Vertauscht man in einem Systeme (ijjO) irgend zwei Vertikal- 
reihen, etwa F^ und F, und zugleich in dem reziproken Systeme 
(rj^p) die beiden entsprechenden Horizontalreihen H^ und H^, so be- 
stehen offenbar fQr die so sich eichenden Systeme ebenfalls die 
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Gleichungen (Sa), da bei dieser Yertanschung nur die Reihenfolge- 
jener Gleichungen geändert wird; die so geänderten Systeme sind also 
ebenfalls reziprok. 

Anstatt der reziproken Systeme will ich nun die Ton ihnen nicht 
wesentlich verschiedenen s. g. komplementären Systeme betrachten^ 
welche mit jenen durch die folgende Definition zusammenhängen: 

Das zu einem Systeme (i;^^) gehörige komplementäre 
System (^j^*^) geht aus dem reziproken Systeme (^^p) durch 
Yertanschung der Horizontalreihen mit den Yertikalreihen 
hervor. 
!Nach (2a) ist also allgemein: 

h('') 
(5) ^r =- ^r = H* > 

d. h. rj^^ ist gleich der zu dem entsprechenden Elemente 17^^ ge- 
hörigen XJnterdeterminante H^\ dividiert durch die Determinante. 

Übertragen wir nun die für das reziproke System gefundenen 
Resultate auf das komplementäre System, so ergeben sich die fol- 
genden Sätze: 

Zu jedem Systeme (rj^^) von nicht verschwindender Deter- 
minante H gehört ein einziges komplemeni^res System 

(5) m-W, 

dessen Elemente mit denjenigen von (rj^j^) durch die n' Glei- 
chungen 

n 

(5a) F;F,-^^W,(') = ^(0,(.)+ .. + ^W,(0_tf^^, 

oder auch durch die entsprechenden Gleichungen fQr die- 
Horizontalreihen: 

(5b) Ä,fii-^^j*) <)-*,, 

zusammenhängen. Ist (rj^p) komplementär zu (rj^), so ist 
auch umgekehrt das zweite System komplementär zum ersten. 
Komplementäre Systeme haben reziproke Determinanten. 

Yertauscht man endlich in zwei komplementären Systemen dieselben 

beiden Parallelreihen miteinander, etwa jET^ und H^ und H^ und H^, so 

bleiben die entstehenden Systeme komplementär. 
Ist 

(6) (^P)-(v^')(ai') 
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das Produkt zweier Systeme yon nicht yerschwindenden Determinanten, 
so ergab sich durch Übergang zu den reziproken Systemen: 



(6a) 



(a=(^^)(C)- 



Vertauscht man nun links und rechts in den reziproken Systemen die 
Zeilen und die Kolonnen^ wodurch sie in die komplementären Systeme 
übergehen, so gehen die v? aus (3) folgenden Eompositionsgleichungen: 



(6b) 

über in die folgenden 
(6c) 



k 



fi;(ä)F,(^) 



l 



w. 






oder wenn man noch beiderseits die Indezbezeichnungen i und l 
yertauscht: 

(6d) ;^(o_^^-W;^o 



f!^^2nf^^-H,{n)V,{a). 



d. h. es besteht die Systemgleichung: 

Das zu einem Produkte von zwei (oder mehreren) 
Systemen komplementäre System ist gleich dem Produkte 
der Komplemente der Faktoren in ungeänderter Reihenfolge. 

Ich nehme jetzt speziell an, das System {rik) zerfalle folgender- 
maßen in Teilsysteme: 



(7) 



(€) ^ 



/HO), 0\ 
\ , H<V 



,w. 


. i{' 





.0 


. 


..0 





.0 


lo 





,<f+^) . 


..V;) ^ 



und es sei seine Determinante 



(7a) 



|^(0|=|Ha)|.|H(*)| 



von Null yerschieden. Dann besitzen auch die Teilsysteme (H^*^) und 
(H^*)) yon Null yerschiedene Determinanten« Also gehört zu jedem 
dieser beiden kleineren Systeme je ein komplementäres System (H^^^) 
und (H^^) bzw. yon der V^ und der (n — A)*~ Ordnung, und man 
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^ 



zeiget leicht, daß sich das zu (i^p) komplementäre System folgender- 
maßen aus diesen zusammensetzt: 

...0 ^ 



/^W 



(7b) m 






n? 



...0 



...0 ^Vx^..?i;>x 







^(a.i, 






In der Tat bestehen ja die für die komplementaxen Systeme charakte- 
ristischen Gleichungen: 

(7 c) F,(i,)r,®-*„ 

für die beiden Systeme (7) und (7 b); denn gehören t und l entweder 
beide der Reihe (1,2, ... A) oder beide der Reihe (X + 1, . . . n) an, 
so ist die Gleichung (7 c) erfüllt, weil H<^) und hR^), oder weil H^^ und 
H^^ komplementär sind; gehört dagegen Ton den Indizes i und l der 
«ine der ersten, der andere der zweiten Zahlenreihe an, so ist 

da in jedem der links stehenden n Produkte mindestens ein Faktor 
Null ist. Da genau der entsprechende Satz besteht, wenn (ij^^) in 
mehr als zwei Teilsysteme zerfallt, so ergibt sich das folgende Resultat: 
Ist das System (i^^^) von nicht verschwindender Determi- 
nante aus Teilsystemen zusammengesetzt, so ist das komple- 
mentäre System aus den komplementären Teilsystemen in 
gleicher Weise zusammengesetzt. 
Ich benutze diese Resultate jetzt zur Untersuchung der algebraischen 
Systeme: Es sei (ri^^\ rf^, . . . i^^'O ®"^ beliebiges algebraisches System 
des Körpers Ä'(a), und {rf^) sei die aus den v? zu {rf^\ . . . ly^**)) kon- 
jugierten algebraischen Zahlen gebildete Matrix, deren Horizontalreihen 
J7,. also die zu jenem Systeme in dem Körper K(a^ konjugierten 2^hlen 
enthalten. 

Ist dann, wie wir annehmen wollen, die Determinante H = {ijj^')| von 
Null verschieden, so gehört zu dem Systeme (i^^^) ein eindeutig be- 
stimmtes komplementäres System: 

(8) (a-(ir)' 

dessen Elemente (rj^) also ebenfalls rationale Funktionen von (a^,€c^y..Mj 
sind. Ich zeige zunächst leicht, daß auch hier die Elemente einer, etwa 
der ersten Horizontalreihe JET^ rationale Funktionen von o^ allein, d. h. 
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Zahlen des Körpers f (o^) sind^ und daß die Elemente der anderen 
Horizontalreihen die konjugierten zu den entsprechenden Elementen 
von H^ für die Körper K{a^, ... K{a^ sind. Vertauscht man nämlich 
irgend zwei Wurzeln a^ und a^^ der Qrundgleichung miteinander, so 
vertauschen sich in dem Systeme (rf^) nur die beiden zugehörigen 
Horizontalreihen H^ und IT^, während die übrigen ungeändert bleiben; 
nach dem soeben bewiesenen Satze a. S. 248 unten vertauschen sich dann 
in dem komplementären Systeme dieselben Horizontalreihen H^ und Hj^. 
Hieraus folgt also daß z. B. die Elemente (^^^^, . . . ^f»^) der ersten 
Horizontalreihe J9i von (jf^^) solche rationale Funktionen von (a^, a,, ... aj 
«indy daß sie ungeändert bleiben, wenn man zwei Wurzeln a^ und a^ 
4er Reihe (o,, . . . a^) permutiert; sie sind also symmetrische Funk- 
tionen von 0(2, . . . a„; d. h. sie sind rational durch a^ allein ausdrückbar. 
Da aber endlich z. B. H^ in U^ übergeht, wenn a^ mit «,. vertauscht 
wird, so folgt, daß z. B. die Elemente {r^^py . . . rff^) von H dieselben 
rationalen Funktionen von a,. sind, wie es die entsprechenden Elemente 
4er Reihe H^ von Oj waren. Damit ist der verlangte Beweis erbracht. 
Zu jedem algebraischen Systeme {rf^\ . . . rf^^) des Körpers 
K{a) von nicht verschwindender Determinante gehört also 
ein eindeutig bestimmtes komplementäres System (^^^^,i}^*^, .-^^"O 
desselben Körpers. 
Sind {rf^) und (^W) zwei komplementäre Systeme, (rf^) und (^jW) die 
zugehörigen komplementären Matrizen, so stehen diese nach (5a) in 
-der Beziehung zueinander, daß allgemein die n' Gleichungen: 

n 

(9) FW FW -^ 1,(0^(0 = d.^ 

«rfüllt sind, und durch diese ist das komplementäre System eindeutig 
bestimmt. Für die algebraischen Systeme sind nun die in einer 
Vertikalreihe V^^ bzw. V^^ stehenden Zahlen alle die bzw. zu rf^^ und 
ri^^ konjugierten algebraischen Zahlen. 

Ich will nun im folgenden stets die Summe der n zu einer 
algebraischen Zahl n**' Ordnung g konjugierten Zahlen Ji, Sj, • • . t« 
nach Dedekind die Spur von g nennen und sie durch 

(y») -8(5) = g, + e, + • . . + £. 

bezeichnen. Dann kann ich jene n^ charakteristischen Gleichungen (9) 

durch die einfacheren: 

(9b) S(,W^W)_d^, 
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ersetzen. Diese GleichungeD will ich nun mit Hilfe der folgenden 
Überlegung in eine einzige zusammenziehen: 

Ist (ri^^\ . . . 1^^")) ein beliebiges algebraisches System, so will ich 
die Linearform mit unbestimmten Koeffizienten: 

(10) M;«Mii?(i) + t<2r/«)-f ... + w,V«) 

die zu jenem Systeme gehörige Linearform nennen. Zu jeder 
solchen Linearform w gehören dann n konjugierte Formen: 

(10a) w. - u^ri^p + • • • + w^i?^»>, (i = i, 2, ••• w) 

welche aus w dadurch hervorgehen, daß a der Reihe nach durch 
Oj, c^, . . . a„ ersetzt wird. 

Es seien nun (ijW) und (^W) zwei komplementäre Systeme, 

(11) ,<,=-2'«<»A «'-^«*¥'> 

die zugehörigen Linearformen, welche komplementäre Linearformen 
genannt werden sollen. Bildet man dann das Produkt: 

(IIa) '^•fi'-^2C».«^'?'''^''. 

und addiert die n konjugierten Produkte WtWi, so folgt aus den 
Gleichungen (9b) sofort die merkwürdige und einfache Beziehung: 

(IIb) Ä(w'M^)=-22 w,.u,d^, - u^ü^ + u^ü^ + • • • + u^u„, 

i l 

und umgekehrt ergeben sich die w* Gleichungen (9 b) für jede Index- 
kombination (i,l)y indem man in (IIb) m^ «= w, =« 1, alle anderen Un- 
bestimmten gleich Null setzt. So erhält man den Satz: 

Zwei algebraische Linearformen ir und w sind dann und 

nur dann komplementär, wenn die Spur S(ww) ihres Produktes 

gleich der s. g. Einheitsform ^u^ü^ ist. 
Ich gebe nun einige elementare Eigenschaften der komplementären 
algebraischen Systeme an, welche uns den Beweis des gleich aufeu- 
stellenden Fundamentalsatzes wesentlich erleichtem werden. Es sei 
(i^^^\ . . . t/"^) ein beliebiges algebraisches System von nicht verschwin- 
dender Determinante. Ist dann (^}\ . . . J^")) irgend ein anderes alge- 
braisches System desselben Körpers, so hängen seine Elemente mit 
denen des Systemes (i^^*^ durch eine Substitution: 

(12) gw=2'«y^'2'*' 
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mit rationalen Koeffizienten zusammen, deren Determinante \a^*^\ von 
Null verschieden ist^ wenn, was wir annehmen wollen, auch das System 
(^^) eine von Null verschiedene Determinante besitzt. Aus den Glei- 
chungen (12) folgt aber die Systemgleichung: 

(12a) i^^)-mia<p)- 

Geht man hier zu den komplementären Systemen über, ao besteht 
nach (6e) die Gleichung: 

(12b) (gi;)) = (^«) (Ä»), 

^ und aus ihr folgt also, daß die Elemente (g^*^) und (rj^^) der beiden 
komplementären Systeme durch die Gleichungen: 

(12 c) i^'^-^^äiprj^') 

zusammenhängen. Es ergibt sich also der Satz: 

Geht ein algebraisches System (^'^) aus einem anderen 

(ij^'")) durch die Substitution (a^p) hervor, so hängt das 

komplementäre System (5^^) mit dem komplementären (rj^^) 

durch die komplementäre Substitution {ä[f^) zusammen. 

Ist speziell das Substitutionssystem {a]p) ganzzahlig und unimodular, 

so gilt dasselbe auch von dem komplementören Systeme (ä^), da ja 

der einzige bei letzterem auftretende Nenner die Determinante \a[?\ ist. 

Das entsprechende ist fiir den Bereich einer Primzahl p der Fall, wenn 

die Elemente a^p modulo p ganz, d. h. ganze j7-adische Zahlen und die 

Determinante eine Einheit modulo p ist. Nennen wir zwei Systeme 

ri^^) und (^^^) absolut oder für den Bereich von p äquivalent, 

wenn jedes von ihnen mit dem anderen durch eine absolut oder 

modulo p ganzzahlige Substitution zusammenhängt, so können wir das 

soeben gefundene Resultat so aussprechen: 

Sind zwei Systeme (rj^^) und (^^) absolut bzw. für den 
(12d) Bereich von p äquivalent, so gilt das gleiche für die beiden 
komplementären Systeme (^(*^) und (p^)- 

Sind (ij(^) und (rj^^'>) zwei komplementäre Systeme eines 
Körpers K(cc) und ist 6 eine beliebige Zahl desselben Körpers, 
so sind 

(13) (SV^>, . . . |r/-)) und (^\---~f) 

ebenfalls komplementäre Systeme. 
Sind nämlich tc und w die zu den ersten komplementären Systemen 



254 Neuntes Kapitel. 

gehörigen Linearformen, so entsprechen den beiden letzten die Formen 
iw und -T-; öS ist somit wirklich: 

(14) S ((!«;) ■ (D) - S(wu>) -^ «,Ä,. 

Es sei nun speziell rj eine beliebige algebraische Zahl v^ Ord- 
nung, und 

(15) g{x) - x' + a^^.x'"^ + a,.,a;^-* + • • • + ao - 

sei die irreduktible Gleichung, der die v koiyugierten Zahlen fluri^r-'Vt 
genügen. Es soll das zu 

(16) (1, r,, ,«,... 1,-^) 

komplementäre System (^<% fj^^\ . . . tj^^"^^) bestimmt werden. 
Entwickelt man den Quotienten: 

^ '' (« — ij)p(il) p(»)) a: — ij ' ' ' ^ ' 

nach Potenzen yon x, so erhält man eine ganze Funktion vom 
(y — 1)*™ Grade in a;, deren Koeffizienten rationale Funktionen yon i; 
d. h. Zahlen des Körpers £'(1;) sind, und zwar ist, wie die Aas- 
flUining der Division lehrt: 

-(0) ^/~' + « .-i l'"* + a,-,»i*-'+--+« i 
(17a) V'> - ,-(.) 



V 



(»-1)-. 



1 



dann bilden diese v Zahlen (^(^) das komplementäre System za {if). 
Bildet man nämlich die Summe: 

('^> - S((«.+ «., + ••• + «,_. ,'-) c^,^^) , 

so ist sie eine ganze Funktion vom (v — 1)*~ Gfrade in x^ welche 
nach der Lagrangeschen Interpolationsformel gleich: 

(18a) u^ + u^x + '" + u^^,x'-^ 

ist In der Tat ist ja die Summe: 
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(18b) i'K+«...-h-+«,_,,rO(_-fi^, 

gleich der Funktion (18 a), weil sie eine ganze Funktion des (v— 1)*^ 
Ghrades in x ist, welche für die v Werte x »= i;^ mit jener Funktion über- 
einstimmt. Setzt man also in der so bewiesenen Identität: 

« t*o + Mia; H h w^-i^""^ 

die Koeffizienten aller Pi'odukte u^af auf beiden Seiten einander gleich^ 
so folgen die v* Gleichungen 

(18c) S{rffii'>)~d,„ 

welche aussagen, daß die beiden Systeme (i^*) und (fj^^) in der Tat 
komplemenför sind. 

Aus den Gleichungen (17a) folgt, daß das System 



(19) 

aus dem Systeme: 

^^^"^ Kg'in)' !f(n)' g'in)) 

durch die lineare Substitution: 



nC-») 



(19b) 



(a«) = 



1. «,-l> »r-»> 

0, , 1 , 
lö, , , 






mit der Determinante |aj,''|=— 1 hervorgebt. Ist also i} algebraisch ganz, 
so sind die Gleichungskoeffizienten a, ebenfaUs ganze Zahlen; in diesem 
Falle sind somit die beiden Systeme (19) und (19a) äquivalent, weil sie 
durch die unimodulare ganzzahlige Substitution (19 b) zusammenhängen. 
Es gilt also der Satz: 

Ist 1} eine beliebige ganze algebraische Zahl v*" Ordnimg, 
welche der Gleichung g(x) — genfigt, so ist das zu 

(1. V,-- v"-') 



komplementäre System äquivalent dem Systeme 
^^^"^ OT' An)' ' 



9 in)/ 
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^ Ich wende dieses Resultat an, um das System zu bestimmen^ 
welches zu dem a. S. 245, (8) au%estellten Partialsysteme r^ Ordnung- 

'^) 'f- C;:::;;:::t;) 

komplementär ist Da sich dieses yod einem Partialsysteme nullter 
Ordnung: 

(20.) ,v (;::;;:::::z;) 

nur durch den gemeinsamen Faktor ^ unterscheidet, so genügt es, zu 
diesem Systeme das komplementäre zu bestimmen, da sich aus ihm 
das komplementäre System zu (20) nach (13) einfach durch Division 
mit jf ergibt. 

Es seien nun: 

die Gleichungen, denen die f zn rj und die ef zu n^^ konjugierten Zahlen 
für i — 1, 2, • • • /* genügen. Bildet man nun wieder die beiden 
Quotienten: 

(21a) (--n)<P(ri) 

WO die Koeffizienten ^<') und ^<*) die aus (17 s) folgende Bedeutung 
haben: 

,W , 

(22') '^ ^ 

^ ^ ..) *'-*-'+pC.-t^-*-''+ ---+p Ct^a 

SO behaupte ich, daß das aus diesen Zahlen gebildete System: 

(22«) c^"^*') (i»2:;::::'i;) 

das zu (rfn^) komplementäre System ist. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich wieder sofort aus der 
Identität: 

/ « 
(23) 2 ^i^+^hm+'-' + ^f-iVf-') (fo+t;,<0+... + t;,.,;rf-^) 
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welche auch hier nichts anderes als ein spezieller Fall der Lagrange- 
schen Interpolationsformel ist; denn die ganze Funktion auf der 
rechten Seite, welche in x vom (f— 1)*^, in y vom (e— 1)*®° Grade 
ist, stimmt ja för die ef Wertsysteme {x =- ^^ y ^ n^^) mit der 
Summe auf der linken Seite überein, ist also mit dieser identisch. 
Ersetzt man aber in der Summe links die beiden letzten Faktoren 
jedesmal durch ihre Entwicklungen (21a) und multipliziert dann auf 
beiden Seiten aus, so geht jene Gleichung über in: 

(23a) S (^(^^ u,v,rfJ) (^ off ^('•')5r<*o) j _ ^ u,v,^^, 

und aus ihr ergeben sich durch Eoefüzientenvergleichung die folgenden 
ef Gleichungen: 

(23b) S((i?'«*)(r>Ä<*'>)-|J, 

je nachdem die beiden Indexsjsteme (i, Ic) und (i\ k") gleich oder 
verschieden sind. Diese Gleichungen sagen aber in der Tat aus, daß 
die beiden Systeme: 

(rfn*) und (^«»*)) 

komplementär sind. Endlich folgt, wie oben bereits erwähnt wurde, 
daß zu dem allgemeinen Partialsjsteme r^ Ordnung 

(24) (V^^*) das System \^^) 
komplementär ist. 

Das Partialsystem r**" Ordnung {rfx"-^^) war nun, wie wir a. S.245 (8) 
bewiesen hatten, ein Fundamentalsystem für alle Multipla von p'*, 
wenn p der zugehörige Primteiler ist. Es ist nun eine besonders 
wichtige und merkwürdige Tatsache, daß auch das komplementäre 

System I -^ — p— I ebenfalls ein Fundaraentalsystem für die Multipla 

einer anderen Potenz Y^ desselben Primteilers ist, und zwar derjenigen, 
für welche: 

(25) p^+^= ^ 



ist, wo wieder e die Verzweigungsordnung von p bedeutet 

Ich brauche zu diesem Zwecke nur zu zeigen, daß das zu (iy';r^+*) 
komplementäre System: 

Hensel, Theorie der algebraiBohen Zahlen. L |7 



2^/^ 5ecx3€fl ¥jifrtfff 

Mt, iro f dojieb die Gleidnnig «"25 defixucit ift. daB adi abo die tf 
VX^iiMSTiU: j^mM komplcm^ntareii Srstemcs homogen and fineu- mit 
mfAviUß p ^TOJOk Kfß^f&dettiea dnreb diejesigeii des PartialsTsteraes 
(r/^^*^ darüUlkm buMen mid daB raeli das umgekehrte der FaD ist. 
Xtm folgt aber aof dem Satze ^Ide», daB das Sjstem 
/-f/e, f/i f-y-i>i 

irjoiTakmt 

p„ _5 ... ^-J) 

itif d. b« daß die 2Uüen 1^^^ homogen linear and ganzzahlig dnrch 
die Elem^^te Tf darstellbar sind and amgekehrl Aas demselben 
•Satze folgt aoch^ daß die Elemente der Systeme: 

^;r<% 5?^>, . . . x^'-'>) and (--^, -^, - - - "^'l) 

gegenseitig darch einander homogen^ b'near nod ganzzahlig darstellbar 
sind, wo hier allerdings die Sabstitationskoefifizienten nach (19) and (21) 
nicht ganze rationale, sondern ganze algebraische Zahlen von K(Ti) 
sind; dies ist aber fftr das weitere anwesenÜich. Hieraas folgt, daß 
aoch jedes Element des Systemes: (rj^^x^^y) homogen and linear mit 
ganzzahligen Koeffizienten darch die Elemente des Systemes 

( ^'**__\ 

darstellbar ist, and daß auch das Umgekehrte gilt; denn ich brauche 
ja nur jede der linearen Gleichungen für ^(% rj^^\ . . . rj^~^^ mit jeder 
üleichung für 71^% n^^\ . . . ä<*~*) zu multiplizieren, um jene Glei- 
chungen für alle Produkte ^(^^^^^ zu erhalten, und das entsprechende 
für die Umkehrungsgleichungetf auszuführen. Dividiert man also noch 
beide Hyiteme durch n*", so folgt, daß die beiden Systeme 






ilquivalent find; es ist also nur noch zu untersuchen, ob das zweite 

Syftoni ein Partialsystem ist, und falls dies der Fall sein sollte, welches 

•eine Ordnung r ist. Nun ist aber y'(^) ®^°® Einheit raodulo p, weil 

^t^ 1] zum Exj)onenten f gehört , und ^'(ä) — Ä*~^f, wo auch e eine Ein- 

.-' "' heit ihi (v^'l. S. 219 (9a)), Also ist dieses zweite System äquivalent 
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wenn 

— (r + e — 1) = r also r + r = — (e — 1) 

gesetzt wird. Und hieraus in Verbindung mit dem Theorem (12 d) 

folgt also wirklich der Satz: 

Ist ein System ein Fundamentalsystem für alle Multipla 
einer Primteilerpotenz Jf, so ist das komplementäre System 
ebenfalls ein Fundamentalsystem für die Multipla einer Potenz 
p'' desselben Primteilers, und zwar besteht zwischen jenen Po- 
tenzen stets die Gleichung: 

(26) P^P'^TT- 

Mit Hilfe dieser Resultate beweise ich nun den Fundamentalsatz 
in der Theorie der komplementären Systeme, welcher folgendermaßen 
ausgesprochen werden kann: 

Ist (ly(^), r]^^\ ...rj^**^) ein Fundamentalsystem für alle Multipla 
eines beliebig gegebenen Divisors 2), so ist das komplementäre 
System (rj^^\ rj^^, . . . rj^^^) ebenfalls ein Fundamentalsystem für 
die Multipla eines anderen, des s. g. komplementären Divi- 
sors 2). — Je zwei komplementäre Divisoren S) und S) sind 
miteinander stets durch die Gleichung: 

(27) ^^ = -3- 

verbunden, wo 3 ^^^ Verzweigungsteiler des Körpers bedeutet. 
Die beiden komplementären Systeme (rj^^) und (rj^^) sind dann 
und nur dann Fundamentalsysteme bzw. für die beiden komplementären 
Divisoren S) und $, wenn dieselben Systeme für den Bereich einer 
jeden Primzahl p Fundamentalsysteme für die Multipla der auf p be- 
züglichen Teile 5)^ und 5Dp jener komplementären Divisoren sind; 
diese sind also miteinander durch die Gleichung: 

(27a) 5),.®, = ^- 

verbunden, wo 3^ den auf p bezüglichen Bestandteil des Verzweigungs- 
teilers bedeutet. Ich brauche hiernach den obigen Satz nur für den 
Bereich einer reellen Primzahl p zu beweisen. 

Es sei also 2? = ^?^?^? eine beliebige Primzahl, und (i?^**^) sei für 
den Bereich von p ein Fundamentalsystem für die Multipla des Divisors 

Nach dem a. S. 245 bewiesenen Satze (6) ist dies dann und nur dann 
der Fall, wenn 

17* 
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(28 j (ij!")-! o',i^:>, I ip) 



/n:; , X 
V , , ff / 



i«t, wo allgamem T^^ das zu pi' gehörige PartülBjstem der r,*** 
Ordnung bedeutet. 

Nach dem a. S. 250 Mitte bewiesenen Satze ist aber dann: 

f**', , 
(28a) (ni'>)'-\ O.f'^ I (p), 



. f«^ 
Vo, 0,W 



wo allgemein i^^ dae zu i^|? komplementäre System bedeatet Da 
nun nach dem Theoreme (26) jedes solches komplementäre System 

r ebenfalls einem Partialsysteme r*- äquiyalent ist, dessen Ordnung 

Tf mit r^ durch die Gleichung 

(28b) r, + f,=--(e,-l) 

zusammenhängt, so ergibt sich unter Voraussetzung der ÄquiTalenz (28) 
für das komplementäre System: 



^:' 


0, 





0, 







0, 


0, 


i?: 



(28c) (^w)~ o,rr, (P); 



das rechts y mithin auch das links stehende System ist also ein 
Fundamentalsystem und zwar f&r den Dirisor 

dessen Exponenten f^ durch die Gleichungen (28 b) bestimmt sind. 
Aus ihnen ergibt sich daher die Gleichung: 

S) $ «= h7i+^tt;;«+^ 0!;»+^ — -^ J =— =» ^-, 

und hierdurch ist die Gleichung (27 a) und damit auch unser ganzes 
Fundamentaltheorem Yollständig bewiesen. 
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Die ganzen algebraischen Zahlen. Die Fnndamentalform, 
die Fnndamentalgleichnng nnd die Fnndamentaldiskrimi- 
nante eines Körpers. Die wesentlichen nnd anßerwesent- 
Uchen Diskriminantenteiler. Die gemeinsamen anßerwesent- 
lichen Diskriminantenteiler, 



§ 1. Die Fnndamentalform, die FnndamentalgleiclLnng nnd die 
Fnndamentaldiskriminante. 

Ich gehe nun zu einer eingehenden Untersuchung der ganzen 
Zahlen eines Körpers K{a) über; gerade bei der Ergründung der tiefer 
liegenden Eigenschaften dieser Zahlen wird sich zeigen^ wie natur- 
gemäß die hier dargelegte Betrachtung der algebraischen Zahlen ist; 
stimmen doch die nun abzuleitenden Resultate fast wörtlich mit den 
entsprechenden Ergebnissen der Kurventheorie überein. 

Es sei wieder K{a) ein beliebiger Körper n*®' Ordnung, und 

(1) m s(% . . . i(">) 

ein beliebiges Fundamentalsystem für seine ganzen algebraischen Zahlen, 
so daß alle ganzen Zahlen von K{a) durch die zugehörige Linearform: 

(la) IV « Mi|(') + w,|(*) + . . . + wj(") 

auf eine einzige Weise dargestellt werden, wenn man «*!, «^, • . • w» 
unabhängig voneinander alle rationalen ganzen Zahlen durchlaufen läßt. 
Aus diesem Grunde nennt man die Linearform (la) mit unbestimmten 
Koeffizienten u^ die zu K{a) gehörige Fundamentalform. 
Eine andere algebraische Linearform desselben Körpers 

(1 b) w^ v^rf^'i + v^rf^ + h v^rf"") 

ist dann und nur dann gleichfalls eine Fundamentalform, wenn das 
System (jf^"^) auch ein Fundamentalsystem ist, wenn also seine Elemente 
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mit denjenigen des Sjstemes (S^')) durch eine unimodulare ganzzahlige 
Substitution zusammenhängen. Ist dies der Fall, und ist: 

(Ic) ^<«=2''«S''' 

* 

jene Substitution, so geht durch sie die Form w über in: 

(id) t^ -2 """i"'^ '2 vh5«=2 «'^^'^ = «'•' 

k k,i i 

wenn in tr die Koeffizienten 

k 

gesetzt werden, wenn also auf die Koeffizienten u^ die transponierte 
Substitution zu (Ic), d.h. diejenige angewendet wird, in welcher die 
Horizontal- und Yertikalreihen miteinander vertauscht sind. Da diese 
ebenfalls unimodular ist, wenn es die ursprüngliche Substitution war, 
so ergibt sich der Satz: 

Alle Fundamentalformen des Körpers K(a) gehen aus 
(If) einer von ihnen durch eine beliebige unimodulare ganzzahlige 
Transformation ihrer Unbestimmten hervor. 
Ist allgemeiner (Js^^\ 5^*^, . • . 5^"0 ^^^ Fundamentalsystem des Körpers 
K(a) filr den Bereich einer Primzahl |), so nenne ich die zugehörige 
Linearform: 
(lg) t^ = t;,g<^) + t;,g<«) + ... + t;,g(«) 

eine Fundamentalform für den Bereich dieser Primzahl; und 
da in diesem und nur in diesem Falle das System (g^^) aus dem abso- 
luten Fundamentalsystem (|^')) durch eine Substitution (c^^) hervorgeht, 
deren Koeffizienten modulo p ganze Zahlen sind, und deren Determi- 
nante eine Einheit modulo p ist, so ergibt sich genau wie vorher der 
Satz, daß alle und nur die Fundamentalformen (lg) für den Bereich 
von p aus einer unter ihnen durch eine beliebige modulo p unimodu- 
lare und ganzzahlige Transformation der Unbestimmten (wi, Wj, . • . wj 
hervorgehen. 

Die n zu einer Fundamentalform konjugierten: 



(2) 


w, 


-«,li« 


+ «,li«) + • 


•• + «»li"', 




w« 


= «i51*> + «*,lif' + - 


•• + «»11" 


sind 


Fundamentalformen für 


die n konjugierten Körper 






K{a,), 


jr(«,), . . . 


JfW; 
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aus ihnen erhält man alle konjugierten ganzen algebraischen Zahlen von 
K{a) und nur sie, wenn man in (2) den Unbestimmten u^ alle ganz- 
zahligen Werte beilegt. 

Die n konjugierten Fundamentalformen gentigen für unbestimmte 
«ij, . . . w^ einer Gleichung des n^^ Grades: 
(3)^ Fiw:, Wi, . . . uj = w;" + ü'^^^w?""' + • • • + D'^'») = 0, 

deren Koeffizienten 'ü^^\ U^^\ . . . ZJ^"^ offenbar homogene Funktionen 
des ersten, zweiten, . . . n*®" Grades von Wi, . • . w„ mit ganzzahligen 
Koeffizienten sind. Legt man hier den Größen u alle möglichen ganz- 
zahligen Werte bei, so erhält man die Gleichungen für alle ganzen 
Zahlen des Körpers K(tt) und nur diese, während man alle Gleichungen 
jenes Körpers erhalten würde, wenn man für die Unbestimmten u^ 
überhaupt alle rationalen ganzen oder gebrochenen Zahlen setzen würde. 
Aus diesem Grunde wird jene Gleichung (3) nach Kronecker die 
Fundamentalgleichung jenes Körpers genannt. Diese Gleichung 
ist offenbar im Gebiete der rationalen Zahlen unzerlegbar, d. h. sie 
zerfallt für unbestimmte u^ nicht in rationale ganzzahlige Faktoren 
niedrigeren Grades; denn dann würden ja auch alle Gleichungen, denen 
die Zahlen von K(a) genügen, in gleicher Weise zerfallen, dieser Körper 
wäre also nicht von der n^^ Ordnung. 

Die Diskriminante der Fundamentalgleichung (s. S.105(7)) 
oder die Fundamentaldiskriminante: 

, 1 , 1 ,... 1 



(4) 3)K, «,, . . . uj = J7 K - «'J* = 

i>Jt 



w, y «;,,... w„ 



W7?-\ w;;-^ . . . wZ' 



d. h. das Quadrat der Differenzen aller konjugierten Fundamental- 
formen Wff ist offenbar eine homogene ganzzahlige Funktion des 
w(n— 1)^^ Grades von w^, . . . m^, welche alle und nur die Gleichungs- 
diskriminanten d{l, ß, . . . ß^"^) für die ganzen algebraischen Zahlen ß 
des Körpers K(a) darstellt, wenn den u^ alle ganzzahligen Werte bei- 
gelegt werden. 

Alle diese Gleichungsdiskriminanten enthalten, wie bereits a. S. 117 
Ende hervorgehoben wurde, die Körperdiskriminante Z)=» |Sj|.'^|^ als ge- 
meinsamen Teiler, weil diese ja in jeder Diskriminante einer Basis von 
ganzen algebraischen Zahlen enthalten ist. Eine einfache Überlegung 
lehrt aber genauer, daß die Form 5D(ui, t*,, . . . wj für unbestimmte 
u^ die Körperdiskriminante D als Zahlenteiler enthalten muß. Bildet 
man nämlich für unbestimmte w, die homogenen Formen der nuUten, 
ersten, . . . (w — l)**" Dimension 1, «?, «c;*, . . . tt'**"^, so besitzen diese 
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ganze algebraische Zahlkoeffizienten, welche also alle durch das 
Fundamentalsystem (^^^\ . . . |("J) homogen linear und ganzzahlig aus- 
gedrückt werden können. Tut man das, so ergeben sich n Gleichungen 
von der Form: 

in denen jedes Uk eine ganze ganzzahlige homogene Funktion der 
tii,...ti^ von der i^*^ Dimension ist. Beachtet man weiter, daß dieselben 
Gleichungen filr die n konjugierten Körper K(a^ bestehen, so ergibt 
sich für die Fundamen taldiskriminante (4) die folgende Darstellung: 

(5a) ®K, ...«.)= «.J-^r = I Ui'l' m-D . I t/<!T. 

Die Diskriminante der Fundamentalgleichung ist also gleich der ganz- 
zahligen Form iüi?!* multipliziert mit der Körperdiskriminante D. 

Hiermit ist aber erst eine untere Grenze für den größten gemein- 
samen Teiler aller Gleichungsdiskriminanten von K{a) gegeben, denn 
die ganzzahlige Form \Umf kann ja für unbestimmte m^, . . . w^ 
sehr wohl noch einen weiteren Zahlenteiler enthalten. Im folgenden 
Paragraphen soll jene Frage vollständig untersucht und beantwortet 
werden, und zwar wird sich das grundlegende Resultat ergeben, daß 
die Diskriminante der Fundamentalgleichung für unbestimmte u^ außer 
der Körperdiskriminante keinen Zahlenteiler enthält. Jede Gleichungs- 
diskriminante einer ganzen algebraischen Zahl 

des Körpers K{a) läßt sich also folgendermaßen darstellen: 

d(l,^,. ../?--»)- 2). M«i', 

wo l^^l* der Wert ist, den die primitive Form \U^\^ für Uf^tti an- 
nimmt. Der allen jenen Gleichungsdiskriminanten d(fi) gemeinsame 
Zahlenteiler Z), welcher also gleich der Körperdiskriminante ist, soll 
nun nach Kronecker der wesentliche Teiler dieser Diskri- 
minanten genannt werden, während die primitive Form |?7}^^!* in 
(5a) der außerwesentliche Bestandteil der Fundamentaldiskri- 
minante heißen soll; entsprechend soll auch f^ jede Diskriminante 
d(ß) die Zahl \Ä^J^\^ ihr außerwesentlicher Teiler genannt werden. 
Während nun der wesentliche Teiler D für alle Diskriminanten 
d{ß) derselbe ist, wird der außerwesentliche Teiler |-4jy|' für jede Diskri- 
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minante einen anderen Wert besitzen; aber obwohl der außerwesent- 
liche Bestandteil | Uj^^ |* der Körperdiskriminante primitiv, also für un- 
bestimmte u^ durch keine einzige Primzahl p teilbar ist, könnte jene Form 
doch sehr wohl so beschaffen sein, daß alle ganzen Zahlen \Ä^Jj}\*f denen 
sie füi- beliebige ganzzahlige Werte der Unbestimmten gleich wird, eine 
und dieselbe Primzahl p als Teiler enthalten. Auch diese zweite Frage 
wird im § 4 dieses Kapitels sehr einfach gelöst werden, und es zeigt sich, 
daß im allgemeinen jeder Körper K(a) solche s. g. außer wesentliche 
Diskriminantenteiler p hat, welche also neben der Körperdiskri- 
minante D in allen Gleichungsdiskriminanten d(ß) des Körpers ent- 
halten sind^ ohne doch in der Diskriminante der Fundamentalgleichung 
für unbestimmte u^ als Zahlenteiler vorzukommen. — Ich wende mich 
zuerst zur vollständigen Bestimmung des Zahlenteilers der Körper- 
diskriminante 5D(tii, 1^5, .. . mJ. 



§ 2. Beweis der Äquivalenz der Eörperdiskriminante und der 
Diskriminante der FundamentalgleiclLung. 

Es sei nun S) der Zahlenteiler der Diskriminante einer Fundamental- 
gleichung för den Körper K{a)y so daß also 

(1) 3)(ui, ...«,) = ?)• ©(«1, ...%) 

ist, wo 6(m^) eine primitive oder Einheitsform d. h. eine 
ganzzahlige Form mit teilerfremden Koeffizienten bedeutet. Dann 
ist ^ sicher ein Vielfaches der Körperdiskriminante D, und es 
soll jetzt bewiesen werden, daß stets 3) = Z) sein muß. Ersetzt 
man die zu (1) gehörige Fundamentalform ^m,.|(*) durch irgend eine 
andere ^v^r^^^y und ist 

(la) 5D(t;„...t;J = äiK,...t;J 

die entsprechende Zerlegung ihrer Diskriminante, so muß ^ =» ^ sein; 
denn da die beiden Fundamentalformen, also auch die beiden Diskri- 
minanten (1) und (la) nach (If.) a. S. 262 durch zwei ganzzahlige 
Transformationen 

(1 b) w, = 2 c^^Vj^, V, - 2 ^'*^* 

k k 

ineinander übergehen, so folgt durch die Anwendung der ersten Trans- 
formation auf (1), daß S) ein Vielfaches von 3) ist, während die Aus- 
führung der zweiten Transformation in (la) ergibt, daß 5D ein 
Multiplum von 5D sein muß. 
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Um nun den ZaUenteiler Ton S(u^) zu finden^ braucht man nur 
die Potenz einer beliebigen Primzahl p zu bestimmen, welche in D 
enthalten ist. Es werde diese Potenz wieder durch S>^ bezeichnet^ 
so daß: 

(2) 3)(«i,...«.) = %-g,K,...tt.) 

ist, wo 6p(tij) jetzt eine primitive Form für den Bereich von p, 
d. h. eine ganzzahL'ge Form bezeichnet, deren Koeffizienten nur keine 
Potenz von p als gemeinsamen Teiler enthalten. Ist dann ^v^rf^ 
irgend eine andere Fundamentalform für den Bereich von|), so folgt aus 
den Bemerkungen bei (1 g) a. S. 262 genau wie vorher, daß ihre Diskri- 
minante 5)(t7i, . . . vj genau denselben Teiler SD^, besitzt wie die Diskri- 
minante (2). Zur Bestimmung dieses Teilers können wir also von 
vornherein ein beliebiges Fundamentalsystem für den Bereich von p 
zu Grunde legen. 

Es sei nun K{a^ einer der n konjugierten Körper und 

(3) m;,=UiI<" + ... + «J<"^ 

eine Fundamentalform von K{a^ fiir den Bereich von p, Ist dann 
wieder p der zu K{cl^ gehörige Primteiler, e seine Ordnung und f 
sein Grad, so lassen sich alle Zahlen ^i nach steigenden Potenzen 
einer zu p gehörigen Primzahl %^ entwickeln, deren Koeffizienten 
sämtlich (p^ — 1)*® Einheits wurzeln oder Null sind. Substituiert man 
diese Reihen in (3) und ordnet dann nach den Potenzen von n^y so 
ergibt sich für die Form w^ eine Entwicklung 

(3a) u\ = ?7o + U,%^ + ü,7t,' + . . ., 

deren Koeffizienten ü^ homogene Linearformen der (u^ multipliziert mit 
(p^—l)^^ Einheitswurzeln sind. Zu dieser Form sind nun für den Be- 
reich des Koeffizientenkörpers K(rf) zimächst die e Formen w^, w^, , . ,w^ 
konjugiert, welche aus w^ dadurch hervorgehen, daß man in ihnen ^^ 
der Reihe nach durch die e -- 1 zu ;r, für den Bereich von rj konju- 
gierten Primzahlen n^yTC^, ... n^ ersetzt, welche der zugehörigen Eisen- 
steinschen Gleichung: 

(4) tix, ri)=^af + pc,^,af-' + • • • +pc^ = 
genügen. Für sie ist allgemein: 

(5) w\- üo+ ü^^i+ U^^l + '" (»=l,2,...e). 

Ersetzt man in diesen e konjugierten Reihen überall die in den Koeffi- 
zienten ü^ auftretenden Einheitswurzeln durch ihre (p)*~,(p*)**°...(i>^-^)*^ 
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Potenzen, so erhält man alle ef^X für den Bereich dieses Prim- 
teilers p konjugierten Fnndamentalformen, welche man jetzt nach der 
a. S. 213 in (12a) angegebenen Bezeichnung folgendermaßen schreiben 
kann: 



(5a) 






Hier ist allgemein: 

(5b) wK/) « üXp*) + £^(P*) ä(/) + m/) {n\^y + . . ., 

und man erhalt die Koeffizienten C/J^*) dadurch aus den entsprechenden 
Linearformen t/^, daß dort alle Koffizienten durch ihre (p*)**" Potenzen 
ersetzt werden, während entsprechend die Primzahlen ä^^) die Wurzeln 

derjenigen Eisensteinschen Gleichung ^(a;,i^)— sind, deren linke 
Seite aus derjenigen von (4) durch dieselben Substitutionen hervorgeht. 
Alle diese k^ ef konjugierten Fundamentalformen genügen nun 
für den Bereich von p einer Gleichung des k^^ Grades: 

e /-l 

(6) F,(w)^U U(w^tv(^)) ^w'+ Uf)w^-^ + . . . + tno) =,0 (p), 



1=1 *=0 



deren Koeffizienten Ui^\ D2^\... Ux^^ homogene Funktionen des ersten, 
zweiten, . . . A*®° Grades von Wi, . . . w, mit rationalen j)-adischen 
Koeffizienten sind. Legt man hier den Unbestimmten u^ alle möglichen 
modulo p ganzen bzw. alle gebrochenen rationalen Zahlwerte bei, so er- 
hält man die Gleichungen, denen alle ganzen bzw. alle gebrochenen 
algebraischen Zahlen von K{a) für den Bereich von p genügen. Aus 
diesem Grunde wiU ich die Gleichung (6) die Fundamentalgleichung 
des Körpers K(a) für den Bereich des Primteilers p nennen. 
Diese Gleichung ist offenbar im Bereiche der rationalen ^-adischen 
Zahlen unzerlegbar, d. h. sie zerfällt für unbestimmte u^ nicht in 
rationale p-adische Faktoren niedrigeren Grades, denn sonst würden 
ja auch alle Gleichungen, denen die Zahlen von K{a) für den Bereich 
von p genügen, ebenfalls zerfallen, während schon die den Körper 
definierende Zahl a selbst für den Bereich von p primitiv ist, d. h. 
einer irreduktiblen Gleichung des A*®" Grades genügt. 

Wendet man das soeben gefundene Resultat auf alle Primteiler p,. 
von |) an, so ergibt sich der Satz: 
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Zu jedem Primteiler p,. von p vom Grade f^ und der 
Ordnung e^ gehört eine für den Bereich von p irreduktible 
Fundamentalgleichung 

(6a) F,{w)^0 (t=i,2,.../i) 

des Grades e,/) = A, mit rationalen p-adischen Koeffizienten, 
der die k^ für diesen Primteiler konjugierten Fundamentalformen 
für unbestimmte u^, u^, . . . u^ genügen. 
Ist also: 

die Zerlegung der Primzahl p in ihre Primteiler für den Körper 
n*®' Ordnung K(a\ und F(w)=^0 die Fundamentalgleichung n*^ Grades, 
so ergibt die Zusammenfassung der bzw. zu Pi, p^, - - - Pk gehörigen 
konjugierten Linearfaktoren die folgende Zerlegung der Funktion F(tv) 
in irreduktible Faktoren für den Bereich von p: 

(7) F(w) = F,iu,)F,iic)...F,(w) (p), 

WO allgemein Ff{w) = die zu dem Primteiler p^ gehörige Funda- 
mentalgleichung (6 a) ist 

um nun die Potenz von p zu bestimmen, welche in der Diskri- 
minante der Fundamentalgleichung 

S)(iO=/J(«'t-«'j)' (A-,?=l,2,...t,) 

k>l 

enthalten ist, brauche ich nur zu untersuchen, durch welche Potenz 
von p jede einzelne Differenz ^o^ — w^ von je zwei konjugierten Funda- 
mentalformen für unbestimmte (u^, . . . u^) genau teilbar ist. Ist nun 
eine bestimmte Differenz etwa iVi — w^ genau durch pß teilbar, so ist 
auch die entsprechende Differenz y^ — y^ von je zwei konjugierten ganzen 
Zahlen mindestens durch dieselbe Potenz von p teilbar, da jede ganze 
algebraische Zahl nebst ihren konjugierten aus den konjugierten Funda- 
mentalformen durch eine ganzzahlige Spezialisierung (u^ » a^) der Un- 
bestimmten hervorgeht; umgekehrt ist tv^ — w^ höchstens durch />" 
teilbar, wenn eine ganze Zahl y existiert, für welche y^ — y^ genau 
durch p^ teilbar ist. 

Mit Hilfe dieser einfachen Bemerkung kann nun die vorliegende 
Aufgabe überraschend leicht gelöst werden: (Gehören zunächst die 
beiden konjugierten Fundamentalformen Wj^ und w^ zu zwei verschie- 
denen Primteilem von p, so ist die Differenz u?^ — w-, für unbestimmte 
u^j * - '% durch p gar nicht teilbar, denn wir hatten ja a. S. 228 unten 
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gezeigt, daß man eine ganze p-adische Zahl y so finden kann, daß 
z. B. y^^l nnd y, = wird und dann ist ja yj^ — yi^^^ also durch p 
nicht teilbar. 

Es mögen nun zweitens Wj^ und w, zu demselben Primteiler p 
von p gehören. Ist wieder e die Ordnung und f der Grad von p , so 
sollen also w^ und w, irgend zwei unter den k^ef konjugierten Funda- 
mentalformen sein, welche wir in (5a) so angeordnet hatten: 



(8) 



Wi, M?„ ... W„ 

.JP) ,J.P) .J.P) 



wf-'\w[''-'\...wr-'\ 



Gehören nun Wj^ und w^ zwei verschiedenen Zeilen dieses Sjstemes an, 
80 ist Wj^ — w^ wieder für unbestimmte u^ nicht durch p teilbar. In 
der Tat, setzt man speziell: w^^ri, wo r^ eine Zahl des Koeffizienten- 
körpers ist, welche zum Exponenten f selber paßt, so wird ja: 



w; s= . . . = tc; 



und entsprechend werden alle Zahlen der zweiten, dritten, . . . /***" Reihe 
einander gleich und zwar bzw. gleich rfy rf^ . . . rf"^'^ da nun diese 
/ Potenzen nach der über ri gemachten Voraussetzung alle verschieden 
sind, so kann auch keine Differenz w^ — w^ für unbestimmte u^^ p ent- 
halten, wenn w^ und w^ verschiedenen Reihen unseres Schemas an- 
gehören. 

Es mögen jetzt endlich die konjugierten Formen tc?^ und w^ beide 
derselben etwa der ersten Horizontalreihe unseres Schemas angehören. 
Dann sind sie also für den zugehörigen Eoeffizientenkörper K{i(\) kon- 
jugiert, und ihre Entwicklungen haben die Form: 

.gx w;* - üo + üi^r, + V^%\ + . . ., 

wo die {7|p-adische Formen des Koeffizientenkörpers K{if\) sini Dann 
folgt aus der Gleichung: 

(9a) w^-w^^in^-Tt^ (üi+ IJjCÄ^fcH-st,) H ), 

daß die Diffeirenz w^ — u;, für variable Mj , . • . m, mindestens durch 
%^ — 3C, teilbar ist; sie kann aber auch keine höhere Potenz von p 
enthalten als in i^t^ — %^ enthalten ist; setzt man nämlich, was ja 
stets möglich ist, w^ — %^ also w^ =» ;r„ so wird w^ — Wj^=^7t^—7C 
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selbst, d. h. w^ — Wj kann wirklich keine höhere Potenz von p 
enthalten. Wir können also den folgenden wichtigen Satz aus- 
sprechen : 

Sind w^, u'2, ... w^^ die n konjugierten Fandamentalfomien 
eines Körpers n**"^ Ordnung, und ist p eine beliebige Primzahl, 
so sind von den Differenzen u\ — u;, alle und nur diejenigen 
durch eine Potenz von p mit positivem Exponenten teilbar, 
, ^v in welchen w^ und m?, zu demselben Primteiler p von p ge- 
^ ^ hören und außerdem für den zugehörigen Koeffizientenkörper 
K(ri) konjugiert sind. Ist das der Fall, so ist Wj^ — w^ für 
unbestimmte Wj, . . . m„ genau durch diejenige Potenz von p 
teilbar, welche in der Differenz n^ — x^ der zugehörigen kon- 
jugierten Primzahlen enthalten ist. 
Hieraus folgt zunächst, daß die Diskriminante der in der ersten Reihe 
von (8) stehenden Zahlen ti^i,«;,, . . . u\ genau durch die in 



27(«,-«»)» = |;ri,^,..-«*|' 



,Jt=l 



enthaltene Potenz von p, also nach (10) a. S. 219 genau durch p^~^ 
teilbar ist, und wörtlich dasselbe gilt für die Diskriminanten der in 
der zweiten, dritten, . . . f^^ Zeile stehenden Formen. Also ist die 
Diskriminante aller ef zu p gehörigen Fundamentalformen in (8) 
genau durch 

pfCe-i)^n{p'-^) 

teilbar. Da endlich dasselbe für jeden der h zu p gehörigen Primteiler 
gilt, und außerdem die Differenz w^ — Wj zweier zu verschiedenen Prim- 
teilem gehörigen Fundamentalformen p gar nicht enthält, so folgt, 
daß die ganze Fundamentaldiskriminante genau durch 

teilbar ist, also p genau so oft enthält als die Körperdiskriminante. 
Da aber p ganz beliebig gewählt war, so ist hiermit der Fundamental- 
satz bewiesen: 

Die Diskriminante der Fundamentalgleichung ^(2i^,...u,) 
(11) ist eine homogene Form der Unbestimmten u^, «,,... «1^, deren 
2^hlenteiler genau gleich der Körperdiskriminante ist. 
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§ 3. Die gemeinsamen außerwesentlichen Teiler der ßleiclrnngs- 
diskriminanten eines Körpers. 

Aus den Resultaten des vorigen Abschnittes folgt, daß die Diskri- 
minante der Fundamentalgleichung: 

(1) d(l, w, w^, " w"-'') = 1 1, w., w% . . . «rp^l« = 7) . I ^7^0 2 

gleich der Eörperdiskriminante D multipliziert mit einer primitiven 
Form \lß^^^ ist, daß sie also außer jener Körperdiskriminante keinen 
einzigen Zahlenteiler besitzt. Legt man nun in der Fundamentalform: 

(la) tr = u^rj^^^ + Wg»?^^^ + • • • + u^rj^*^ 

den unbestimmten alle möglichen ganzzahligen Werte u^ = a^ bei, so 
erhält man alle ganzen Zahlen 

(1 b) y = a^ V^) + Oji^W + • • • + a„i?^"> 

jenes Körpers, und durch die gleichen Substitutionen ergeben sich 
aus (1) alle zu diesen ganzen Zahlen gehörigen Gleichungsdiskrimi- 
nanten: 

(2) d(l, y, y\--- y-») = 1, y,, rh ■ ■ ■ rr'? = -ö|^»|». 

Könnte man nun y so auswählen, daß die ganze Zahl \A^^^\^ gleich 
Eins würde, so bildeten die n Potenzen (1, y, . . . y"~^) ein Fundamental- 
system für den Körper K{a)j d. h. alle ganzen Zahlen y dieses Körpers 
wären in der Form: 

(3) y = 6„+6,y+... + 6^_^y"-i 

mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar; und dann würde die arith- 
metische Theorie dieser algebraischen Zahlen nicht die geringste 
Schwierigkeit bieten. In der Tat könnte man dann die zu einer be- 
liebigen Primzahl p gehörigen Primteiler p, ihre Ordnung und ihren 
Grad, sowie auch die zu jedem dieser Teiler gehörigen Primzahlen % 
auf höchst einfache Weise direkt herleiten, wie im § 1 des elften Kapitels 
näher dargelegt werden wird. 

Nun zeigte sich bald, daß es im allgemeinen nicht möglich 
ist, für jeden Körper K{a) eine dieser Fordenmg genügende ganze 
Zahl y zu finden. Man würde aber genau dieselbe Vereinfachung der 
ganzen Theorie erhalten, wenn man für jede einzelne reelle Primzahl j) 
eine ganze Zahl y so bestimmen könnte, daß die n Potenzen 
(1, y, y^, . . . y"~^) nur ein Fundamentalsystem für diese Primzahl 
bildeten, so daß alle modulo p ganzen Zahlen in der Form (3) mit 
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modulo p ganzen Koeffizienten darstellbar wären. Hierzu wäre nur er- 
forderlich, die Koeffizienten u^ in (1) durch solche ganzen Zahlen a, zu er- 
setzen, daß die ganze Zahl l^^^l' nur nicht durch p teilbar wäre, während 
sie sehr wohl andere Teiler besitzen könnte; denn dann folgt ja aus 
(2) daß die Diskriminante d(l, y, . . . y""*) diese Primzahl nicht öfter 
enthält als die Körperdiskriminante D, daß also diese n Potenzen 
(1, y, . . . y**"^) wirklich ein Fundamentalsystem modulo p bilden. 

Ehe man die eigentümlichen Schwierigkeiten dieser Theorie ge- 
nauer erkannt hatte, erschien es beinahe als selbstverständlich, daß 
für eine jode Primzahl p eine solche Zahl y bestimmt werden könnte, 
und so hat es auch nicht an Versuchen gefehlt, auf dieser Grundlage 
eine allgemeine Theorie der algebraischen Zahlen aufzubauen. Aber 
wunderbarer Weise zeigte sich, daß es für gewisse Primzahlen p nicht 
möglich war, ein solches Pundamentalsystem (1, >',... y""^ zu 
finden. 

Das erste Beispiel dieser Art hatte Herr Dedekind bei dem 
durch die irreduktible kubische Gleichung 

(4) F{x) = x» - a:» - 2a; - 8 = 

definierten Körper K(lü) gefunden. Für die Diskriminante der all- 
gemeinen kubischen Gleichung 

a?* + a^x^ + a^x -f ag = (a; — äj {x — a^ (x — Sg) = 

gilt die folgende Darstellung (vgl. z. B. Webers Algebra Bd. I, 
S. 169 (10)): 

(5) rf(l, ä, ä') = alal + I8a,a,a^ - 4aJ - 4aja, - 27 a|, 
und hieraus ergibt sich in unserem Falle: 

(5a) rf(l, S, S«) == - 2012 2« . 503. 

Hiernach ist die Körperdiskriminante entweder -- 503 oder — 4 • 503, 
weil die zur ersten Potenz erhobene Primzahl 503 nicht in dem 
quadratischen außerwesentlichen Teiler vorkommen kann. Wir werden 
nun leicht beweisen, nicht nur daß die Primzahl 2 in der Tat ein 
außerwesentlicher Diskriminantenteiler ist, sondern auch, daß sie als 
gemeinsamer außerwesentlicher Divisor in allen Gleichimgsdiskriminanten 
dieses kubischen Körpers enthalten ist. 

Hier, wie bei den anderen später gefundenen speziellen Körpern 
erschien aber zunächst das Auftreten dieser gemeinsamen außer- 
wesentlichen Teiler als eine sehr seltene Anomalie, welche aller- 
dings deshalb besonders unbequem und störend empfunden wurde, weil 
für sie und für sie allein die Theorie der Primteiler in völlig anderer 
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Weise entwickelt werden mußte. Außerdem war bei jenen ersten Be- 
trachtungen der innere Gniud, warum diese gemeinsamen außerwesent- 
lichen Teiler auftraten, keineswegs klar. 

Die vorher durchgeführten Betrachtungen zeigen nun sofort, daß 
das Auftreten solcher gemeinsamen außerwesentlichen Diskriminanten- 
teiler eigentlich keine Ausnahme, sondern die Regel ist, und sie ent- 
hüllen zugleich den höchst einfachen Gh*und dieser scheinbar wunder- 
^baren Tatsache. Um diese Einsicht zunächst möglichst deutlich zu 
geben, betrachte ich den einfachen Fall, daß die den Körper w*^ Ord- 
nung K{a) definierende Grundgleichung für den Bereich einer Prim- 
zahl ^ in n rationale j9-adische Linearfaktoren zerfällt, daß also für 
den Bereich yon p die folgende Zerlegung dieser Grundgleichung 
besteht: 
(6) fix) ^(x^a,){x-a^)'"{x- aj (p), 

wo die Wurzeln 

(6a) „,.a?' + af'p + «4V + --- (j>) 

ganze p-adische Zahlen, ihre Koeffizienten a^ also Zahlen der Reihe 
0, 1, • • • p — 1 sind Dann zerfällt also p innerhalb K(a) in n von- 
einander verschiedene Primteiler p^, deren Grad ff und deren Ordnung 
e^ gleich Eins ist. Endlich ist nach dem Satze auf S. 232 die Körper- 
diskriminante durch p nicht teilbar. 

Ist nun y^(p(a) irgend eine ganze Zahl des Körpers K(a), so 
sind die n konjugierten Zahlen Yi^ y^^ * • • yn ^ derselben Weise für 
den Bereich von p darstellbar, d. h. es bestehen n Gleichungen: 

(6b) y, = &?' + 6i*^i> + 6l.V + ---, (p) 

in deneu alle Koeffizienten U^ ebenfalls Zahlen der Reihe 0, l,***p— 1 
sind. Also gilt für die Diskriminante von y, d. h. für das Differenzen- 
produkt dieser konjugierten Zahlen (>'i, ^t , . . . yj die Kongruenz: 

<6c) d(i,rr--y'-')-niyi-yd'^IlQ>'i'-b'i)* (modp). 

i>k i>k 

Nehmen wir nun weiter an, daß p kleiner ist als der Grad n der 
Chrundgleichung, so ist * das Differenzenprodukt der n Anfaugsglieder 
io^\ i>Q\ . . . 60*^ stets durch p teilbar, wie diese Anfangsglieder auch ge- 
wählt sein mögen; in der Tat können ja diese n Zahlen &o^ nur die jp Werte 
0, 1, ...jp — 1 haben, und i&p kleiner als n ist, so müssen mindestens 

Hensel, Theorie der »Igebraiiohen Zahlen. L l^g 
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zwei unter ihnen gleich sein. Es ergibt sich also zunächst der merk- 
würdige Satz: 

Ist p eine Primzahl^ welche kleiner ist als der Grad n 
des Körpers K{a), und welche im Bereiche dieses Körpers in 
n verschiedene Primteiler zerfällt, so ist p ein gemeinsamer 
außerwesentlicher Diskriminantenteiler dieses Körpers. 
Die Primzahl p muß hier also einfach aus dem Gh-unde in allen 
Gleichungsdiskriminanten als Teiler auftreten, weil die Anzahl dei^ 
modulo p inkongruenten Zahlen kleiner ist als die Anzahl der konju- 
gierten Zahlen. Dieser Satz ist also nur eine einfache Verallgemeinerung 
jener bekannten trivialen Tatsachen, welche in der elementaren Zahlen- 
lehre z. B. in den Sätzen ausgesprochen werden: 
Das Differenzenprodukt 

von drei beliebigen ganzen Zahlen ist stets eine gerade Zahl,, 
das Differenzenprodukt 

von vier beliebigen ganzen Zahlen ist stets ein Multiplum 

von sechs, usw. 
Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt bereits, daß bei der 
Dedekind sehen Gleichung (4) die Primzahl 2 gemeinsamer außer- 
wesentlicher Teiler aller Gleichungsdiskriminanten des zugehörigen 
Körpers ist. Die linke Seite dieser Gleichung zerfallt nämlich fär dea 
Bereich von 2 in drei rationale dyadische Linearfs^toren; denn da die 
Qleichungsdiskriminante — 2* • 503 für den Bereich von 2 die Ordnungs- 
zahl d^2 besitzt, so braucht man nach dem a. S. 68 oben bewiesenen 
Satze nur zu zeigen, daß jene Funktion modulo 2*^+^ = 8 betrachtet 
drei inkongruente Linearfaktoren besitzt. Aus der Kongruenz: 

s^ - x^ - 2x - 8 = x(x + 1) (x — 2) (mod 8) 

folgt also^ daß fOr den Bereich von 2 eine Zerlegung besteht 

a?» - a:« ~ 2a? - 8 = (a; — «i) (fl? - «,) (a; - «3) (2), 

in welcher a^, o,, a, ganze dyadische Zahlen sind, welche modulo 4 
betrachtet bzw. kongruent 0,-1,2 sind. Also zerfällt 2 innerhalb 
K(a) in drei verschiedene Primfaktoren ersten Grades, und somit ist 
diese Primzahl nach dem soeben bewiesenen Satze wirklich ein ge- 
meinsamer außerwesentlicher Teiler aller Gleichungsdiskriminanten 
dieses Körpers. 
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§ 4« Die notwendigen nnd Unreiclienden Bedingungen dafür, daB eine 
Primzahl p gemeinsamer anßerwesentliclier Diskriminantenteiler eines 

Körpers K{a) ist. 

Ich wende mich nun zur vollstÄndigen Beantwortung der Frage, 
unter welcher Bedingung eine gegebene Primzahl p nicht gemeinsamer 
außerwesentlicher Teiler der Gleichungsdiskriminanten aller ganzen 
Zahlen eines Körpers K{a) ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, 
wenn man innerhalb dieses Körpers eine ganze Zahl y so auswählen 
kann^ daß ihre Diskriminante: 

i>k 

diese Primzahl nicht öfter enthalt als die Diskriminante 

i>k 

der Fundamentalgleichung, oder, was ganz dasselbe ist, wenn man y 
so auswählen kann, daß jede der -^^ — Differenzen y^ — y^ keine 
höhere Potenz von p als Teiler enthält, als die Differenz w^ — • w^ der 
entsprechenden konjugierten Fundamentalformen. Eine solche ganze 
algebraische Zahl soll für den Bereich yon p regulär heißen. 

Nach dem a. S. 270 oben bewiesenen Satze ist nun y dann und nur 
dann fOr den Bereich von p regulär, wenn allein diejenigen Differenzen 
y^ — yj^ eine Potenz von p mit positivem Exponenten als Teiler ent- 
halten, für welche y^ und yj^ zu demselben Primteiler p von p gehören 
und außerdem f&r den zugehörigen KoefGzientenkörper K{ri) konjugiert 
sind; und zwar muß dann y,. — y^ genau durch die in der Differenz 
n^ — Ttj^ enthaltene Potenz von p teilbar sein. Kann man keine solche 
Zahl y finden, so ist p außerwesentlicher Teiler aller Gleichungs- 
diskriminanten von K(a). 

Ich untersuche zunächst, wie eine Zahl y gewählt werden muß, 
damit sie sich nur in bezug auf einen Primteiler p von p regulär ver- 
halte, d. h. daß nur die Differenzen y^ — y^ der zu p gehörigen kon- 
jugierten Zahlen dieselbe Potenz von p enthalten, wie die entsprechenden 
Differenzen w^ — Wj^ der konjugierten Fundamentalformen. Sind wieder 
e und f die Ordnung und der Grad von p, so bilden nach (12 a) a. S.213 
die ef za p gehörigen konjugierten Zahlen das folgende Schema: 



Yi7 r%f • " r,f 
^(1) 



7% f r% } •••/'«> 



7r\ y^r\ ■ ■ ■ r'y~''' 



IS* 
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von denen immer die in derselben Horizontalreihe stehenden für den 
Bereich des zugehörigen Koeffizientenkörpers K(rjD konjugiert sind. 
Dann lassen sich die e konjugierten Zahlen y^ der ersten Reihe nach 
(5) a. S.209 folgendermaßen nach Potenzen einer Primzahl n^ entwickeln: 

(2) y,. = i^o + Vi^i + %^^i H (t=i,2,-.c), 

wo ^o; ^1? ^2? • • • bestimmte (l>^— 1)** Wurzeln der Einheit oder Null be- 
deuten, also im ganzen // verschiedene Werte haben können; und man 
kann nach dem a. S. 228 unten bewiesenen Satze die ^-adische Zahl y 
stets so wählen, daß jene Entwicklungskoeffizienten rj^ beliebig gegebene 
Werte aus der Reihe jener p^ möglichen erhalten. Allgemein haben 
dann die entsprechenden Zahlen der (h + 1)**^ Horizontalreihe in (1) 
die folgenden Entwicklungen: 

(2a) yi»^) = 1,^ + vM'^^ + vfi^'^'y + ■■■ {iZoZ'.'f-t) ' 

SoU nun y zunächst für den Bereich von p regulär sein, so müssen 

die f Anfangsglieder 

(2b) %, ^, <; . • • ^^""' 

der in der ersten, zweiten, . . . f*^ Zeile Ton (1) stehenden konjugierten 
Zahlen voneinander verschieden sein; denn wäre z. B. rjf « i^^, so 
wäre ja jede Differenz y\^^ — y^ von je einer Zahl der ersten und 
der dritten Zeile mindestens durch p teilbar, y wäre also sicher nicht 
regulär für den Bereich von p. Nach der a. S. 191 (6 c) gemachten Be- 
merkung sind jene /' Anfangsglieder (2 b) dann und nur dann alle 
verschieden, wenn das erste Anfangsglted ri^, also auch jedes andere 
1^, zum Exponenten f selbst, und nicht zu einem eigentlichen Teiler 
von f paßt Soll aber zweitens jede Differenz 

Vi-rk- {^i - «*) (^1 + ^2(^< -^k) + '") 
von irgend zwei der ersten Zeile angehörigen Zahlen genau durch die 
in n^ — nj^ enthaltene Potenz von ^ teilbar sein, so muß nur i^^^.^^ > ;^l 
sein; ist dies der Fall, so sind von selber auch die entsprechenden 
Koeffizienten r^f von Null verschieden, d. h. auch die Differenzen 
y\^^ — y[^^ von irgend zwei Zahlen der (A -|- 1)**^ Reihe sind auch nur 
durch die in ä(^^ — äj['^) enthaltene Potenz von p genau teilbar. Es 
ergibt sich also zunächst der Satz: 

Eine Zahl y ist dann und nur dann in bezug auf einen 
Primteiler P^ Grades p regulär, wenn die Anfangsglieder ihrer 
zu p gehörigen Entwicklungen (2) zum Exponenten f selber « 
passen, während die Koeffizienten von n nur von Null ver- 
schieden zu sein brauchen. 
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Nach der oben gemachten Bemerkung kann beiden Forderungen zu- 
gleich stets genügt werden^ und zwar kaun y so gewählt werden, daß 
tl^ irgend eine zum Exponenten /' passende und ti^ eine beliebige Ein- 
heitswurzel etwa gleich Eins ist. 

Es ist jetzt nur noch zu untersuchen, wie die ^-adische Zahl ;/ 
gewählt werden muß, damit sie in bezug auf die Primzahl p selbst 
regulär sei. Ist wieder: 

(3) p=p>;'--p:* 

die Zerlegung von p in seine Primfaktoren, so muß y zunächst in 
bezug auf jeden dieser 1% Primteiler regulär sein; ist also allgemein /) 
der Gbad von p,, so müssen die Anfangsglieder der zu p, gehörigen 
konjugierten Zahlen zum Exponeuten /j selber passen, und die nächsten 
Koeffizienten von Null rerschieden sein. Femer aber, und das ist die 
einzige noch weiter hinzutretende Bedingung, müssen die Entwicklungen: 

y ="?o + »ji « + % ^ + • • •, 

? = "»^o + ^1 -^ + ^2 % H 

von irgend zwei zu verschiedenen Primteilei'n p' und p" gehörigen 
konjugierten Zahlen so bescha£fen sein, daß ihre Differenz durch keine 
Potenz von p mit positivem Exponenten teilbar ist.*) Da nun für die 
kleinste in % und %' zugleich enthaltene Potenz pi von p offenbar 
die Eougruenz: 

y - /' = V - %" (mod pi)y 

besteht, so ist jene Differenz nur dann durch pi teilbar, wenn: 

ist, und zwar müssen hier i^q' und ly^" bzw. (p-^'— - 1)*® and (p-^ •— 1)** 
Wurzeln der Einheit sein, welche zu den Exponenten f und /"' passen. 



*) Hier, wie in der ganzen folgenden Untersuchung^ sollen die den Primteilem |> 
entsprechenden Primzahlen n so gewählt sein, daß sie durch den zugehörigen Divisor |> 
nur einmal, aber durch jeden der (^ — 1) konjugierten Teiler ^* mindestens so oft teilbar 
sind, wie die Primzahl p selbst. Nach dem a. S. 228 unten bewiesenen Satze kann man 
stets |)-adische Zahlen finden, welche dieser Forderung genügen, und aus dem 
a. S. 282 abgeleiteten allgemeinen Theoreme folgt weiter, daß derselben Forderung 
auch immer durch gewöhnliche algebraische Zahlen genügt werden kann. Ist 

die Entwicklungszahl n so gewählt, so ist sie durch die gebrochene Potenz p* , 

aber durch keine höhere Potenz von p algebraisch teilbar, denn sie enthält ja ^ 
1 

genau so oft als p', jeden anderen Primteiler ^' aber mindestens so oft als p 

selbst. Zwei zu |>' und ^" gehörige Primzahlen n und n' sind beide durch p^ 

teilbar, wenn p der kleinere unter den Brüchen —,- und —77- ist. 



1 
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Eine solche Kongruenz kann aber nur dann bestehen, wenn 17^' ==" rjo' 
mithin /" = /"' ist, wenn also die Primteiler p' und p" von gleichem 
Grade sind. In der Tat genügen ja %' und %" für den Bereich von p 
irreduktiblen Gleichungen des Z"*^ und /"'*•** Grades, deren nullte 
Näherungswerte auch modulo p betrachtet irreduktibel bleiben , und 
diese können somit modulo jp^ nur dann eine Wurzel gemeinsam haben, 
wenn jene irreduktiblen Funktionen modulo p kongruent sind, wenn 
also /"' = f ist. Da endlich alle voneinander verschiedenen (p^' — 1)*®** 
Einheits wurzeln nach S. 190 (3) und (3 a) auch modulo p inkongruent 
sind, so muß in der Tat V™ V ^®^ 

Ordnet man also die h Primteiler von p nach ihrem Grade fy und 
sind allgemein die k^ Primfaktoren: 

(4) Pi, 1p2, . . . Vx^ (/•=i,2,...) 

alle diejenigen, welche denselben Grad /' besitzen, so tritt zu den vorher 
ausgesprochenen Bedingungen dafür, daß y für den Bereich von p re- 
gulär sei, noch die folgende weitere hinzu: 

Die Anfangsglieder der zu den k^ Primteilem f^^ Grades 
gehörigen konjugierten Zahlen müssen alle voneinander ver- 
schieden sein. 
Ist nun y irgend eine ganze algebraische Zahl des Körpers K(a)y 
und sind allgemein die Anfangsglieder der zu dem Divisor p,- gehörigen 
konjugierten Zahlen 

%' ^0' <' • • • < ' (»=1,2,. ..x^), 

so müssen alle diese fk^ (j/— 1)**" Einheitswurzeln zum Exponenten /* 
selbst passen und voneinander verschieden sein, wenn y regulär sein soll. 
Nun gibt es aber nur eine endliche Anzahl von (p^— 1)**^ Einheits- 
wurzeln, welche zum Exponenten f passen. Ich will deren Anzahl 
durch g{f) bezeichnen; sie wird im § 6 mit den einfachsten Hilfs- 
mitteln bestimmt werden. Dann ergibt sich aus den soeben durch- 
geführten Betrachtungen sehr einfach der folgende Satz, durch den die 
Frage nach den gemeinsamen außerwesentlichen Teilern eines Körpers 
K(a) vollständig und höchst einfach gelöst wird: 
Es sei: 

die Zerlegung einer Primzahl p innerhalb des Körpers K(a\ 
und es geben die Zahlen A^, ^^^ • * • ^/; * - ^^f ^^^ ^^^^ unter 
diesen h verschiedenen Primteilem vom Grade 1,2,.../*,... 
sind. Ist dann allgemein g(f) die Anzahl der (p^—1)^^ Ein- 
heitswurzeln, welche zum Exponenten f passen, so ist p dann 
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und nur dann gemeinsamer auBerwesentlicher Teiler aller 
Gleichungsdiskriminanten von K{a)y wenn von den Un- 
gleichungen: ^ 

(5) : 

nf>9(f) 

wenigstens eine erfüllt ist; denn allein in diesem Falle ist es 
unmöglich, in dem Körper K{a) eine für den Bereich von p 
reguläre Zahl y aufzufinden. 
Zum Beweise dieses merkwürdigen Satzes nehme ich erstens an, 
es sei für alle Gerade f 

und zeige zunächst, daß man unter den ganzen ^-adischen Zahlen von 
K{a) stets eine in bezug auf p reguläre Zahl y finden kann. Es 
seien nämlich allgemein für /*— 1, 2, . . . 

(6) \,h--'\-' (»=M,-a; 

fl^ voneinander verschiedene zum Exponenten f passende (l>^— 1)*® Ein- 
heitswurzeln, welche ja, da n. d. V. f^/^ff(f) ist, stets gefunden 
werden können. Wählt man dann, was wieder stets möglich ist, die 
^-adische algebraische Zahl y so aus, daß die zu dem i^ Primteiler 

f^^ Grades p^ gehörigen Wurzeln die Anfangsglieder (6) haben, während 
das folgende Glied erster Ordnung einen beliebigen von Null verschie- 
denen Koeffizienten, etwa den Koeffizienten 1 besitzt, so ist ja allen 
vorher aufgestellten Bedingungen genügt, y ist also wirklich eine für 
den Bereich von p reguläre Zahl. 

Ist dagegen auch nur eine jener Bedingungen (5) nicht erftillt, 
ist also z. B. für ein bestimmtes f: 

80 müssen unter den fk^ Anfangsgliedem derjenigen zu einer beliebigen 
2iahl konjugierten Wurzeln, welche zu den X. Primteilem /**^ Ghrades 
pi gehören, sicher gleiche vorkommen, weil es eben nicht fX^ ver- 
schiedene zum Exponenten /' passende (l>^— 1)^ Einheitswurzeln gibt; 
es ist also in diesem Falle wirklich nicht möglich, eine für den Bereich 
von p reguläre Zahl y zu finden. 

In dem a. S. 273 durchgeführten Beispiele besaß p innerhalb des 
Körpers n**' Ordnung n Primfaktoren ersten Grades; hier ist also 



^ 
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während die Anzahl ^(1) aller verschiedenen ^-adischen Zahlen, welche 
zum Exponenten Eins passen, welche also der Gleichung 

genügen, gleich p ist. Aus unserem allgemeinen Satze folgt also genau 
wie Torher, daß p dann und nur dann gemeinsamer außerwesentlicher 
Diskriminantenteiler yon K(a) ist, wenn 



ist. 



1 ' Xi> g{l) d. h. wenn n >p 



§ 5. Die Beziehungen zwischen den gewöhnlichen und den ^-adischen 
algebraischen Zahlen eines Körpers. 

Durch die soeben durchgeführten Betrachtungen ist zunächst nur 
der Beweis geführt, daß allein unter den oben angefahrten Bedingungen 
(5) a. S. 279 eine für den Bereich von p r^uläre j9-adische Zahl 
in dem Körper K(a) gefunden werden kann. Es könnte aber sehr 
wohl möglich sein, daß auch in diesem Falle keine gewöhnliche 
algebraische Zahl existiert, welche den an eine reguläre Zahl zu 
stellenden Forderungen genügt. Dieses Bedenken wird nun durch 
den folgenden allgemeinen Satz leicht beseitigt werden: 

Ist ß eine beliebig gegebene p-adische Zahl des Körpers 
K(a), so kann man in demselben Körper stets eine ge- 
wöhnliche algebraische Zahl finden, welche jener für eine 
beliebig hohe Potenz pf^^^ als Modul kongruent ist. 
In der Tat, sei 

(1) yW,y<», ...y<-) 

ein beliebiges Fundamentalsystem für die ganzen Zahlen von K{a\ 
dessen Elemente y^^ also gewöhnliche (nicht p-adische) algebraische 
Zahlen sind; dann ist die gegebene ^-adische Zahl ß durch dieses 
System in der Form: 

(2) ß - üiy(^? + ti,y<*> + • • • + u,y(") 

darstellbar, wo die Koeffizienten u^ rationale j9-adische Zahlen sind. 
Sind dann u^*>, uW, . . . mW die fc*®" Näherungswerte jener Koeffizienten, 
80 besitzt die gewöhnliche (nicht j^-adische) algebraische Zahl desselben 
Körpers: 

(2a) j8W = uf y(i) + u^ y(2) + . . . + uSk) ^(n)^ 
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welche der Ä*® Näherungswert von ß in bezug auf das System 
{?^^\ • • • y^"^) genannt werden soll, offenbar die Eigeoschaft, daß 

/3 = /3(*) (modi>*+i) 

ist, weil ja in der Differenz ß — /S^ alle Glieder (f*^ — w^^*)) y(*> min- 
destens durch j?*+^ teilbar sind, und zwar ist für alle n konjugierten 

Zahlen: 

ß^^ßf (mod^)*-^^); 

damit ist unser Satz bewiesen. 

Ich benutze diesen allgemeinen Satz zunächst zu dem Nachweise, 
daß, falls innerhalb K{a) eine fQr p reguläre ^-adische Zahl ß 
existiert, sicher auch eine reguläre gewöhnliche Zahl in demselben 
Bereiche gefunden werden kann. Zu diesem Zwecke drücke ich wie in 
(2) die |7-adische Zahl ß durch das obige Fimdamentalsystem (1) aus, 
und bilde den ersten Näherungswert von ß in bezug auf das System, 
d. h. die gewöhnliche algebraische Zahl: 

^(1) « w(l) yd) + w(l) y(2) + . . . + m(1) yC"), 

deren Koeffizienten u^^^ die ersten Näherungswerte der Zahlen u^ sind. 
Dann besteht fOr alle n zu ß konjugierten Zahlen die Kongruenz: 

ß^^ß^p (modp'). 

Also ist a fortiori für jeden Primteiler p^ von p: 

ß^=ßW (modpf), 

d. h. die Entwicklungen der konjugierten Zahlen ß^ und /3^^) stimmen 
alle mindestens in den beiden Anfangsgliedern übereiu. Da sich aber 
die Bedingungen dafür, daß ß regulär ist, allein auf die beiden 
Anfangsglieder der Zahlen ß^ beziehen, so ist /3<^> wirklich dann und 
nur dann für den Bereich von p regulär, wenn es ß ist, und damit 
ist unsere letzte Behauptung, also auch das Theorem a. S. 279 voll- 
ständig bewiesen. 

Ich benutze dieses Resultat noch weiter, imi auf die merkwürdige 
prinzipiell wichtige Beziehung hinzuweisen, welche zwischen den p-adi- 
schen und den gewöhnlichen algebraischen Zahlen des Körpers K(a) 
besteht. Im zweiten Kapitel war gezeigt worden, daß eine rationale 
^-adische Zahl jede Reihe 

A - a,p^ + a,^,p^+^ + a,^,p^^' + • • • 

ist, deren Koeffizienten a^ völlig beliebige modulo^) reduzierte ganze 
Zahlen sein können. Eine solche Zahl ist für den Bereich von p im 
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allgemeinen nicht einer gewöhnlichen rationalen Zahl gleich, aber es 
können stets rationale Zahlen, immlich ihre Näherungswerte genügend 
hoher Ordnung, gefunden werden, welche diesen Zahlen fiir den Bereich 
von p mit jeder vorgegebenen Genauigkeit gleich sind. 

Genau ebenso zeigt sich jetzt, daß die konjugierten p-adischen al- 
gebraischen Zahlen eines Körpers K{a) för den Bereich dieser Prim- 
zahl als Reihen 

dargestellt werden können, deren Koeffizienten innerhalb des zuge- 
hörigen Koeffizientenkörpers K{r{) in der Weise beliebig angenommen 
werden können, daß die zu den verschiedenen Primfaktoren 

Pi^ P«; • • • Pa 

von p gehörigen konjugierten Entwicklungen völlig unabhängig von- 
einander sind (vgl. S. 228 unten). 

Diese konjugierten p-adischen Zahlen 

yij yi > • • • Yn 

sind dann für den Bereich vonp im allgemeinen nicht gewöhnlichen 
konjugierten Zahlen desselben Körpers gleich, wohl aber folgt aus den 
soeben durchgeführten Betrachtungen, daß es gewöhnliche konjugierte 
Zahlen desselben Körpers gibt, nämlich ihre Näherungswerte 

von genügend hoher Ordnung X;, welche diesen Zahlen für den Bereich 
von p mit jeder vorgegebenen Genauigkeit gleich sind. Hieraus folgt 
sofort der wichtige Satz: 

Man kann stets eine gewöhnliche algebraische Zahl des 

Körpers K{a) finden, deren n Konjugierte bestimmt vorgegebene 

Entwicklungskoeffizienten bis zu den Gliedern einer beliebig 

hohen Ordnung besitzen. 

In der Tat kann man ja eine p-adische Zahl y finden, für welche die 

den einzelnen Primteilem p^ entsprechenden Entwicklungen völlig beliebig 

vorgeschrieben werden können, und ihre Näherungswerte y^^^ sind dann 

gewöhnliche algebraische Zahlen, deren Entwicklungen mit denen 

von y für alle n konjugierten bis zu den durch p*+^ teilbaren Gliedern 

übereinstimmen. 

Ist also z. B. p ein Primteiler von p vom Grade f und von der 
Ordnung 6, so gibt es in dem Körper K{ol) im allgemeinen keine ge- 
wöhnliche algebraische Zahl, deren zu p gehörige Entwicklungen bzw. 
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gleich ri,if, . , , rj^"^ sind, wo i^ eine primitive (//— 1)*** Einheits- 
worzel bedeutet, während die zu jedem anderen Primteiler p' gehörigen 
konjugierten Zahlen alle gleich Null sind. Wohl aber gibt es ge- 
wöhnliche Zahlen, deren konjugierte jenen Einheitswurzeln für eine 
beliebig hohe Potenz |?*+* kongruent bzw. durch eine beliebig hohe 
Potenz Ton p algebraisch teilbar sind. Ebenso gibt es im allgemeinen 
keine gewöhnliche algebraische Zahl ;r, deren ef für den Bereich Ton p 
konjugierte bzw. gleich 

sind, wo die e** Wurzel in ihren e verschiedenen Bedeutungen ange- 
nommen wird, während alle übrigen konjugierten Zahlen gleich Null 
sind, wohl aber kann man in diesem Körper gewöhnliche algebraische 
Zahlen finden, deren konjugierte jenen Zahlen für jede noch so hohe 
Potenz von p als Modul kongruent sind. 

Eine wie große Genauigkeit für den Bereich von p also auch ge- 
fordert werde, immer kann man in dem Körper K{a) gewöhnliche al- 
gebraische Zahlen finden, durch welche die in die Rechnung einge- 
führten |)-adischen Zahlen unbedenklich ersetzt werden können, genau 
ebenso, wie eine jede irrationale Zahl mit jeder vorgegebenen Ge- 
nauigkeit ihrer Größe nach durch ihre rationalen Näherungswerte er- 
setzt werden kann. 

Auf S. 317 (4) wird im Anschluß an diese Betrachtungen der Nach- 
weis geführt werden, daß man stets algebraische Zahlen des Körpers 
K{a) finden kann, welche für den Bereich von beliebig vielen auch 
zu verschiedenen reellen Primzahlen gehörigen Primteilem p, q, r, . . . ^ 
beliebig vorgegebene Entwicklungen bis zu Gliedern beliebig hoher 
Ordnung haben, und welche sich sonst überall regulär verhalten. 

Auch in der Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabein 
gelingt es, wie hier beiläufig erwähnt werde, die n Wurzeln Wi, Wj • . . w„ 
einer algebraieTchen Gleichung n^** Grades: 

/•(«,xr) = 
für u mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten in der Um- 
gebung einer Stelle if =- a in Potenzreihen zu entwickeln, von denen 

\^ 

immer je e nacfh ganzen Potenzen von {z — d)* fortschreiten und kon- 
jugiert sind, wenn diese zu einem und demselben 6-blättrigen Yer- 
zweigungspunkte gehören; und dieselben Entwicklungen gelten für jede 
rationale Funktion w ^ ip{u^ e) von z und ti, d. h. für jede Funktion 
des zugehörigen Körpers K(ZyU). 

Betrachtet man allgemeiner die Gesamtheit aller rationalen Funk- 
tionen iv =^ qp(u,z) von u deren Koeffizienten jetzt nur in der Um- 
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gebung der Stelle (z » a) konvergente Potenzreihen von rationalem 
Charakter sind^ so lassen diese in der Umgebung jener Stelle genau 
dieselben Entwicklungen zu^ wie die Funktionen des Körpers K{z^ u\ 
mit der Maßgabe , daß man stets eine Fimktion w finden kann^ welche 
in der Umgebung der zur Stelle jer = a gehörigen Yerzweigungspunkte 
beliebig Torgegebene Entwicklungen Wy^, , , , w^ besitzt. Eine solche 
Fimktion w wird im allgemeinen nicht dem Körper K{z, u) an- 
gehören, also nicht rational Ton u und Yon jer abhängen, jedoch 
man zeigt auch hier, daß man innerhalb dieses Körpers Funktionen 
w finden kann, welche in der Umgebung der Stelle (jer = a) mit 
jeder vorgegebenen Genauigkeit mit vö übereinstimmen d. h. beliebig 
vorgegebene Entwicklungen besitzen. So kann man z. B. stets Funk- 
tionen jenes Körpers finden, deren konjugierte in der Umgebung eines 
6 -blättrigen Yerzweigungspunktes mit beliebiger Annäherung gleich 

(js^ a)* selbst sind, während sie in der Umgebung jeder anderen zu 
(jer » a) gehörigen Stelle mit der gleichen Annäherung gleich Null 
werden. 



§ 6. Die Anzahl g(f) der zum Exponenten f passenden 
(j/— 1)^ Einheitswurzeln. 

Zur vollständigen Lösung der Frage nach den gemeinsamen außer- 
wesentlichen Diskriminantenteilem eines Körpers K{a) fehlt noch die 
Bestimmung der Anzahl g(f) aller zum Exponenten f passenden 
(p^— 1)*^ Einheitswurzeln. Ich löse diese Frage einfach dadurch, daß 
ich die Gleichung 
(1) G,Xx)--n{^-v)-0 

aufsuche, deren einfache Wurzeln alle und nur die zum Exponenten f^ 

passenden Einheitswurzeln yj sind, wenn /J, irgend einen Teiler von 
f oder f selbst bedeutet. Dann ist der Grad dieser Gleichung die 
gesuchte Anzahl ^(/o). 

Nach den a. S. 189 flgde. hergeleiteten Sätzen kann nun jene 
Funktion G/^(x) sehr leicht bestinmit werden. Da nämlich die Gleichung 
des {p^y^ Grades 

Hy{x) =- a/- x^IIipo - 1?) « 

alle und nur die Einheitswurzeln t^ als einfache Wurzeln enthält, welche 
zu f oder zu einem Teiler von f passen, so findet man, wenn man 
rechts immer alle zu einem und demselben Exponenten f^ passenden 
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Linearfaktoren {x — i{^ zueammenfaßt und ihr Produkt durch G>j,(a;) 
bezeichnet, die Gleichung 

(2) S,{x)^7^^X^nGrfX^). 

fo\f 

wo die Multiplikation rechts über alle Teiler f^ von f auszudehnen 
ist; und diese Gleichung besteht identisch f£Lr jedes beliebige /*. Wählt 
man z. B. /" = 6 und schreibt außerdem noch die entsprechenden Glei- 
chungen fQr alle Teiler 3, 2 und 1 von 6 hin, so erhalt man nun die 
yier Gleichungen: 

H^{x) = G^{x) G,(x) G,(x) a,{x), 

.„. ^.W- ö,(a:) G,(x), 

^ ' H^ix)" G,ix)G,{x), 

H,{x)^ G,ix), 

und aus ihnen berechnen sich die yier Funktionen G{x) auf der 
rechten Seite leicht folgendermaßen: 



(3a) 









X^ — X 

^ x^^x' 
GXx) = Hj^(x) -^xP — x. 

Also ergeben sich für die gesuchten Anzahlen 5^(6), ^(3), 5^(2), ^(1) 

die Werte: 

(2c) ^(6) ^p^-p^^p^+p, g(S) ^p^-^p, 

Genau ebenso kann nun allgemein die zu einem beliebigen Expo- 
nenten f gehörige Funktion Gy{x) bestimmt werden. Schreibt man 
nämlich auch hier die Gleichung (2) für f und alle Teiler f^ Ton f 
hin, so erhält man wieder genau so viele Gleichungen 

<3) H,Xx)^IlG7o(^l 

fo\f 

als f Teiler f^ besitzt, in denen rechts jedesmal über alle Teiler f^ 
von /J) zu multiplizieren ist. Ist also A die Anzahl aller Teiler Ton /, 
so erhält man in (3) ein System von A Gleichungen mit den A Un- 
bekannten GfX^i welches sehr leicht aufgelöst werden kann, und zwar 
«rgibt eine einfache Betrachtung, daß sich die Funktion G/,x) in der 



^ 
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folgenden bemerkenswert einfachen Art durch die gegebenen Funk- 
tionen Hf^x) ^ sf^"" — X ausdrücken läßt: 

Q (x") ^ ^''''^ ^^' 

(?) q (9,9'»?") qg'g" 



(4) 






/7(^ -X). JI {a^ -X)... 

(9) (9,9'.9") 

Hier bedeuten q, q, q\ ... die sämtlichen roneinander verschie- 
denen Primfaktoren Ton /*; d. h. im Zähler ist über alle und nur die 
Punktionen Hf^x) =» a^** — x zu multiplizieren, deren Exponent f^ 
gleich f ist, oder eine gerade Anzahl yerschiedener Primfaktoren 
9.7 4y 2 "; • • • weniger enthält als /*, während der Nenner das Produkt 
aller derjenigen Funktionen rrP^" — a; ist, deren Exponent eine un- 
gerade Anzahl yerschiedener Primfaktoren weniger als f besitzt. 
Diejenigen Funktionen xP^"" — x, in welchen der Teiler f^ von f auch 
nur zwei gleiche Primfaktoren weniger als f hat, kommen weder im 
Zähler noch im Nenner vor. 

Zum Beweise bemerke ich zunächst, daß im Zahler und Nenner 
des Quotienten (4) überhaupt nur solche Linearfaktoren x — r{ vor- 
kommen, in denen 17 eine zum Elxponenten f oder zu einem Teiler 
von f passende Einheitswurzel ist, da ja die im Zähler und 
Nenner stehenden Funktionen S{p^ keine anderen Linearfaktoren 
enthalten. Zweitens erkennt man sofort, daß jeder Linearfaktor 
(a? — iy) von Gf(x)y in welchem iy zum Exponenten f selber paßt^ 
seiner Definition nach nur in Hfix) und zwar nur einmal ent- 
halten ist, also auch auf der rechten Seite von (4) wirklich nur 
einmal vorkommt Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß jeder 
Linearfaktor (a;— ^ ), in welchem if zu einem bestimmten eigentlichen 
Teiler ^ von f paßt, ebenso oft im Zähler wie im Nenner von (4) 
vorkommt, so daß er sich aus jenem Quotienten weghebt 

Um diesen letzten Beweis zu f&hren, nehme ich an, es seien 

(5) «1, 2ä; . . • ik 

diejenigen voneinander verschiedenen Primzahlen, welche der eigent- 
liche Teiler f^ weniger oft als f enthalt Dann ist (a; — 1/ ) in allen und 
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nur den Funktionen H^ {x) enthalten, deren Index ein Multiplum 

YOJi /o ist, und dies ist nur dann der Fall, wenn der Nenner des 
Index — , — nur aus den Primzahlen (5) besteht. Enthält nämlich 
jener Nenner QQg" > - - auch nur eine nicht in (5) vorkommende 
Primzahl q^, so ist der Index ' durch f^ nicht teilbar, weil ja /j^ 
die Primzahl q^ ebenso oft enthält als /*, während q^ in dem Index 
einmal weniger oft auftritt. Besteht dagegen der Nenner des Index 
'— nur aus den Primzahlen (5), so ist der Index sicher ein Multi- 
plum von /*o, da ja f^ jeden dieser Primfaktoren mindestens einmal 
weniger enthält als f, während in dem Index nur gewisse unter ihnen 
einmal weniger oft vorkommen. 

Also ist (x — rj) in allen und nur den Funktionen H(x) im 
Zähler und Nenner von (4) enthalten, deren Indizes die folgenden sind: 

WO g<, q^q^y QiQkQn • • die Ä Primzahlen (5), ihre -^y^ Produkte 
zu je zweien, ihre T»2-8~ Produkte zu je dreien usw. bedeuten; 
und zwar stehen diese Funktionen im 2jähler oder im Nenner des 
Quotienten (4), jenachdem die Anzahl der im Nenner ihres Index 
stehenden Primzahlen gerade oder ungerade ist. Demnach ist der 
Exponent von (x — rj) in jenem Quotienten gleich: 

falls Ä > 0, d. h. wenn f^ wirklich ein eigentlicher Teiler von f ist. 
Damit ist die Richtigkeit der Gleichung (4) vollständig bewiesen. 

Aus (1) ei^b sich zunächst, daB G^{x) eine ganze Fimktion 
von a mit ganzzahligen p-adischen Koeffizienten des Körpers K(r}) 
ist; da aber diese Funktion nach (4) gleich dem Quotienten zweier 
ganzen Fimktionen mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten ist, in 
welchen der Koeffizient der höchsten Potenz gleich Eins ist, so folgt, 
daß die Funktionen G^(x) sämtlich gewöhnliche ganzzahlige Koeffi- 
zienten besitzen. 

Wir können die Darstellung (4) von G^{x) wesentlich einfacher 
schreiben, wenn wir in diese Gleichung die s. g. Möbiusschen 
Koeffizienten in der Kroneckerschen Bezeichnung einführen. Ist 
nämlich d eine beliebige positive ganze Zahl, so wollen wir unter dem 
Symbole s^ immer die Zahl Null Verstehen, wenn der Index d auch 
nur eine Primzahl mehr als einmal enthält. Besitzt dagegen 
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lauter verschiedene Primfaktoren, so soll a^ = (— 1)*, d. h. gleich + 1 
oder gleich — 1 sein, jenachdem die Anzahl dieser Primfaktoren gerade 
oder ungerade ist. {C, » i •) 

Dann kann man die Darstellung (4) von Gy{x) offenbar in der 
folgenden einfachen Form schreiben: 

(7) G,{x) - JJ H^ixy^ - IJh^ {x)\ 

WO das erste Produkt auf der rechten Seite über alle Teiler d von /*, 
das zweite über alle Zerlegungen von f » dd' in zwei komplementäre 
Faktoren zu erstrecken ist; denn wegen der Eigenschaften der Mobius- 
schen Koeffizienten werden ja alle Potenzen Hf {x)'^ gleich Eins, in 

denen der Nenner d auch nur eine Primzahl mehrfach enthält, da ihr 
Exponent b^=^0 ist. 

Aus der Gleichung (4) oder (7) ergibt sich endlich die Anzahl 
der zum Exponenten f passenden Einheitswurzeln 17 gleich dem Grade 
von G^{x)] es ist also: 

(8) 9(n-p'-y!p'+2p''-2p"^ + •'• 

_/ 

d\f dTZf 

Diese Zahl muß ein Vielfaches von f sein, denn die zum Exponenten f 
passenden Einheitswurzeln lassen sich ja in Reihen 

(9) 1?,, ^?, ^% . . . ^'"' 

zu je f Gliedern anordnen, welche alle imtereinander verschieden sind. 
Auf Grund der soeben gewonnenen Erkenntnis können wir jetzt 

das Resultat der im § 4 durchgeführten Untersuchung folgendermafien 

aussprechen: 

Ist allgemein Xf die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren 
vom Grade /*, welche die Primzahl p in dem Körper K{a) be- 
sitzt, so ist p dann und nur dann gemeinsamer außerwesent- 
licher Diskriminantenteiler des Körpers K{a)^ wenn von den 
Ungleichungen: 

mindestens eine erfüllt ist« 



s 
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§ 7. Anderes Eriterinin für die gemeinsamen anßerwesentliclien Diskri- 
minantenteiler. Die Ergänzungskörper für einen Körper in bezng anf 

eine Primzahl. 

Aus der soeben durchgeführten Untersuchung geht herror, daß 
in der Diskriminante der Fundamentalgleichung 

(1) S)K,...o = S).(SK,...t4j 

für einen Körper K(a) die primitive Form ®(Wi, Wj; • • • **n)y obwohl 
sie als Funktion der Unbestimmten u^ keinen Zahlen teuer besitzt; 
doch für aUe ganzzahligen Wertsysteme dieser Unbestimmten eineu 
und denselben Primteiler p als Faktor enthalten kann. In diesem Falle 
ist p gemeinsamer außerwesentlicher Teiler aller Gleichungsdiskrimi- 
nanten von K{a), Man kann nun, wie noch kurz bewiesen werden 
soll, dieselbe Frage auch ganz ohne Kenntnis der Natur der primitiven 
Form @ («*!,... t*J mit Hilfe des folgenden leicht zu beweisenden 
HiKssatzes lösen: 

Eine ganze ganzzahlige Form @(t^, . . . u^ ist dann und 

nur dann für alle ganzzahligen Uf durch eine Primzahl p teilbar, 

wenn sie das Modulsystem 

(2) P= (P, Wf-t*i, H-U^y • • • K-^n) 

enthalt, d. h. wenn sie folgendermaßen darstellbar ist: 

(2a) (SK)=i>®„K) + («f-u,)®i(u,) + - + («j;-u,) ®,(«,), 

WO die Koeffizienten ®n{Ui) ebenfalls ganze ganzzahlige Funk- 
tionen der Unbestimmten w^, . . . m„ sind. 
Zunächst ist jede das Modulsystem P enthaltende, also in der Form 
(2a) darstellbare Funktion 6(mi,...wJ für alle ganzzahligen Werte 
der Unbestimmten w,. durch p teilbar, weil die n Differenzen (t*f — ti^) 
nach dem Fermatschen Satze für jeden ganzzahligen Wert u^ = a^ diese 
Primzahl enthalten. Um nun auch umgekehrt zu zeigen, daß dieselbe 
Bedingung (2 a) notwendig ist, beachte ich, daß jede ganze ganzzahlige 
Fimktion (S(m^) offenbar in der folgenden Form geschrieben werden kann: 

n 

(3) g («,) = e„(«.) + p ®„(u,) + ^ («f - «j ®i(«,) , 

* = i 
wo die ,p:eduzierte Funktion" @o(u,.) in bezug auf jede der n Un- 
bestimmten von niedrigerem als dem p^'^ Grade ist, und alle ihre Koeffi- 
zienten Zahlen der Reihe 0, 1, . . .|7~1 sind; und nach der soeben 
gemachten Bemerkung besteht dann für jedes ganzzahlige Wertsystem 
(w^ = a^) die Kongruenz: 

e(a,.) = eoK) (modp), 

Heniel, Theorie der algebraitohen Zahlen. L ^^ 
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Es braucht somit nur noch bewiesen zu werden, daß eine solche 
reduzierte Funktion ®o(tii, . . . w„) nur dann für alle ganzzahligen Wert6 
{Uf = aj durch p teilbar ist, wenn sie Null ist. 

Entwickelt man nun ©o W ^*^^ Potenzen einer ihrer Unbestimmten^ 
etwa von m^, so ergibt sich: 

wo nun die Koeffizienten ®i(wi,."**n-i) S^^^^ ebensolche „reduzierte*^ 
Funktionen sind, wie 6o(^> • • • wj? welche aber nur (n — 1) Un- 
bestimmte enthalten. L^ man jetzt den Größen u^, , , , u^_^ irgend 
ein ganzzahliges Wertsystem «i, . . . ä^_i bei, so muß die Funktion 
des {p — 1)**° Grades der einen Unbestimmten u^: 

(1=1,2, ..n—l) 
für die p inkongruenten Werte 

«*n= 0, 1, •.. |)-1 

durch p teilbar sein, und dies ist nur möglich, wenn die p Koeffizienten 
(£;{.(aj) sämtlich durch p teilbar sind; da nun dasselbe gelten muß, wie 
auch das ganzzahlige Wertsystem («i, • • . a«_i) gewählt ist, so folgt,, 
daß die reduzierte Form (So(ui, . . . wj dann und nur dann für alle 
ganzzahligeu Werte ihrer n Unbestimmten durch p teilbar ist, wenn 
dasselbe für die p reduzierten Funktionen ®t(Wi,.-.«*n-i) ^^^ ^®^ (^""1) 
Unbestimmten Wi; . ..t*„«i der Fall ist, welche die Koeffizienten der ein- 
zelnen Potenzen 1, t«„,...wP-^ bilden. Schließt man in derselben Weise 
weiter fort, so ergibt sich zuletzt, daß @o(**i? ••• ^n) ^^^ dann die ver- 
langte Eigenschaft besitzt, wenn alle ihre einzelnen Zahlkoeffizienten p 
enthalten, oder, da diese modulo p reduziert angenommen werden konnten, 
wenn sie alle Null sind; und damit ist unsere Behauptung vollständig 
bewiesen. 

Wenden wir diesen Satz auf die Körperdiskriminante an, so er- 
gibt sich sofort das folgende Resultat: 

Eine Primzahl p ist dann und nur dann gemeinsamer 
'A\ außerwesentlicher Teiler aller Gleichungsdiskriminanten von 

^ K{a\ wenn der primitive Bestandteil der Körperdiskriminante 

das Modulsystem P=- (p; wf — u,) enthält. 

Die Reduktion der primitiven Form 6 (wj , . . . u,) für das Modal- 
system P wird durch die Bemerkung sehr einfach, daß für ein 
variables u stets die Kongruenz besteht: 
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(5) u"" = u^ (mod {u^ - u)) , 

wenn s^ die Ziffersumme des im ^-adischen Zahlensysteme dargestellten 
Exponenten: 

(5a) a^ÜQ + a^p-] + a^p"" 

ist; in der Tat ist ja: 

ti'' = u"o.(t/)''^(ti^)^...^ti^+''^+- + «- = w'- (mod (t/-ti)). 
Ersetzt man also in der primitiven Form (^{u^, ,., uj alle Exponenten 
der u^ durch ihre |>-adischen Ziffersummen, verkleinert diese neuen 
Exponenten in derselben Weise solange, bis aUe Exponenten kleiner 
als p geworden sind und reduziert endlich alle Koeffizienten der so 
sich ergebenden Form modulo p auf ihre kleinsten Beste, so ist p 
dann und nur dann gemeinsamer außerwesentlicher Diskriminanten- 
teiler von K(a), wenn jener Rest Null ist. 

Da nach (5a) a. S. 264: 

das Quadrat einer homogenen Form der [ I~ -)*^ Dimension in 

Wi, . . . M^ ist, so gilt der weitere Satz: 

Eine Primzahl kann nur dann außerwesentlicher Diskri- 
minantenteiler für den Körper w*®' Ordnung K(a) sein, wenn 
sie nicht größer als —^ — - ist. 

Ist nämlich p> ~ ^ , so sind die Exponenten der Unbestimmten u^ 
in \U^\ schon für das Divisorensystem (wf — m^) reduziert; also 
müßten aUe Koeffizienten jener primitiven Form durch p teilbar sein, 
wenn sie für alle ganzzahligen Werte der u^ durch p teilbar sein soUte, 
was nicht der Fall sein kann. 

Man kann den Hilfssatz (2), ohne seinen Beweis im geringsten 
zu ändern, in einer wesentlich allgemeineren Form . aussprechen: Bei 
seinem Beweise wurden nämlich nur die beiden Voraussetzimgen ge- 
braucht, daß die n Kongruenzen: 

Mf — M^ = (modi?) (»=1,2, ...n) 

im Körper K{1) der rationalen Zahlen genau so viele inkongruente 
Wurzeln haben als ihr Orad angibt, und daß p innerhalb dieses 
Körpers eine Primzahl ist. Wählt man daher zunächst anstelle jener 
n Funktionen uJ^ — u^ irgendwelche ganzzahlige Funktionen 

^i(«i). • • • -f-K) 

bzw. von tii,U2, • • • li^ so, daß jede der n Kongruenzen 

Ff(Ui) = (modp) 

19* 
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genau so viele inkongruente Wurzeln besitzt als ihr Grad angibt, so 
folgt wörtlich ebenso wie vorher der allgemeinere Satz: 

Eine ganze ganzzahlige Funktion @(tt]^, • • • uj ist dann 
und nur dann für alle Wurzeln der n ganzzahligen Kongruenzen: 
F,(u,)^0, F,{u,)^0,.-.F,iuJ^O (modp) 

(6) deren jede genau so viele hat, als ihr Grad beträgt, durch p 
teilbar, wenn sie das Modulsystem 

P = (p, Fl («,)), • . . Fju,)) 
enthält. 
Eine weitere Verallgemeinerung dieses Hilfssatzes erhalte ich^ 
wenn ich anstelle des Körpers K(l) der rationalen Zahlen einen be- 
liebigen algebraischen Körper K{ß) zu Grunde lege; nur muß dann 
statt der reellen Primzahl natürlich ein Primteiler p einer reellen 
Primzahl p innerhalb K{ß) als Modul gewählt werden. Besitzen dann 
die n Punktionen -F<(w,.) innerhalb K(ß) soviele inkongruente Wurzeln 
modulo f), als ihr Grad angibt, so ist eine Funktion @(t«^, ••• uj dann 
und nur dann für alle Wurzeln der n Kongruenzen 

(7) F,{u,)^0 (modp) 
durch p teilbar, wenn sie das Modulsystem: 

(8) (P, F,iu,), . . . F„{u,)) 
enthält. 

Endlich mache ich noch die besondere Voraussetzung, daß sowohl 
die zu untersuchende Funktion @(tti,... uj, als auch jene n Funktionen 
Ff(u^ nicht algebraische Koeffizienten des Körpers K(ß), sondern 
ganze Zahlen von K{1) besitzen, daß die letzteren aber innerhalb des 
Körpers K{ß) so viele modulo p inkongruente Wurzeln haben, als ihr 
Grad angibt. Auch dann gilt natürlich der zuletzt bewiesene Satz; 
reduziert man aber die Funktion (£(u^, . . . uj zunächst für das Modul- 
system {F^{iA^)y , . .F^iuJ) auf seinen kleinsten Rest, so erhalt man 
eine ganzzahlige Funktion des Körpers £^(1), deren sämtliche Koeffi- 
zienten dann und nur dann durch den Primteiler p teilbar sind, wenn 
sie die zugehörige Primzahl p selbst enthalten. 

Unter dieser Voraussetzung ist demnach die ganze Funktion 

@(t<^, ... uj dann und nur dann für alle algebraischen Wurzeln 

der Kongruenzen 

(9) F,iu,)^0 (modp) 

durch den algebraischen Primteiler p teilbar, wenn sie das 
rationale Modulsystem: 

enthält. 
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Diesen Satz benutze ich, um eine interessante Erweiterung des 
Problemes der außerwesentlichen Diskriminantenteiler zu geben. Man 
kann nämlich etwa auftretende gemeinsame Diskriminantenteiler eines 
Körpers K{a) dadurch beseitigen, daß man die Koeffizienten u^^u^y.^.ii^ 
der n konjugierten Fundamentalformen: 

nicht mehr innerhalb des Bereiches der reellen ganzen Zahlen, sondern 
in dem größeren Räume der ganzen algebraischen Zahlen eines anderen 
Körpers beliebig annimmt. Es sei nämlich wieder @(wi,...m„) die 
von ihrem Zahlenteiler, der Körperdiskrim inante, befreite Diskriminante 
der Fundamentalgleichung. Ist dann K(ß) ein beliebiger anderer 
Körper, und p ein Primdivisor der reellen Primzahl p für denselben, 
so werde zunächst untersucht, unter welcher Bedingung f) gemeinsamer 
außerwesentlicher Teiler aller Diskriminanten Hiw^ — Wj) ist, wenn 
man jetzt fQr u^,...!!^ nicht mehr reelle ganze Zahlen, sondern be- 
liebige ganze algebraische Zahlen des Körpers K{fi) setzt; oder, was 
dasselbe ist, unter welcher Bedingung die primitive Form ©(w^, . . . wj 
stets durch p teilbar ist, wenn i^an für u^ , . . . u^ beliebige ganze 
Zahlen des Bereiches K{ß) setzt. 

Ist nun f der Grad des Primteilers p für den Körper K{ß)y ist 
also die Anzahl der modulo f) inkongruenten ganzen Zahlen dieses 
Körpers gleich jp^, so genügt jede Zahl dieses Bereiches der Kongruenz: 

ti^' — M = (mod p) ; 

diese Kongruenz besitzt also innerhalb K{ß) genau so viele inkon- 
gruente Wurzeln, als ihr QrnA angibt. Die obige Frage kann also 
auch so gestellt werden: Unter welcher Bedingung ist die primitive 
Form @(wi, . . . u^ für alle Kongruenzwurzeln modulo p der n Funktionen 

durch p teilbar? Diese Frage wird nun unmittelbar durch den zuletzt 

abgeleiteten Satz beantwortet, wenn man dort die n Funktionen F^(u^ 

durch uf—u^ ersetzt. Man erhält aLso den Satz: 

Der Primteiler p des Körpers K{ß) ist dann und nur 
dann in dem soeben angegebenen Sinne gemeinsamer außer- 
wesentlicher Teiler aller Qleichungsdiskriminanten von K{a\ 

(10) wenn die von ihrem Zahlenteiler befreite Körperdiskriminante 
6(mi, tt„ . . . mJ das Divisorensystem 

enthält; hier bedeutet f den Grad von p für den Körper K{ß). 
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Da das hier gefundene Kriterium allein von dem Grade f yon p ab- 
hängt^ so gilt dasselbe für alle Divisoren von p innerhalb K{ß\ 
welche denselben Orad besitzen. 

Das hier gefundene Resultat kann nun benutzt werden, um zu 
entscheiden, unter welchen Bedingungen es möglich ist, die Koeffi- 
zienten u^j ' ' *u^ der n koigugierten Fundamentalformen 

tv, = u^g/i) + u^ip + • • • + mJ/») (t = i,2,...n) 

innerhalb eines Körpers K{ß) so anzunehmen, daB ihre Diskriminanie 

©(«;) =]J{w,-w,y = © -©K, ...«,) 

t>k 

keinen einzigen Primfaktor von p öfter enthält als die Körper- 
diskriminante, oder, was dasselbe ist, ob es möglich ist, die Un- 
bestimmten t«i,u,, . . . u^ innerhalb K(ß) so zu wählen, daB die primi- 
tive Form @(Mi, . . . u^ zu p teilerfremd ist. 

Offenbar muß man hierzu zunächst ti^ , . . . ii„ so annehmen können, 
daB @(wi,...t«J zu jedem einzelnen Primteiler von p relativ prim 
wird, d. h. es darf keiner von jenen Primdivisoren gemeinsamer auBer- 
wesentlicher Diskriminantenteiler von K(a) sein. Ist also: 

die Zerlegung von p innerhalb K{ß) und sind 

die Grade der einzelnen Primteiler, so kann p nur dann die geforderte 
Eigenschaft haben, wenn die primitive Form kein einziges der l Divisoren- 
systeme: 

^f,==(p;«*f^' -»*!,••**;''-«*«) (t = l,2,-..7) 

enthält, wobei natürlich nur diejenigen Systeme untersucht zu werden 
brauchen, für welche die Zahlen f^ voneinander verschieden sind. 

Sind diese Bedingungen aber erfüllt, so ergibt sich leicht, daß 
für die unbestimmten u^, . . . u„ stets solche Zahlen ß^, , , . ß^ des 
Körpers K(ß) gewählt werden können, daß die algebraische Zahl 
^(ßif ßff ' ' ' ßn) zu p teilerfremd ist. Ist nämlich allgemein p^ nicht 
gemeinsamer außerwesentlicher Diskriminantenteiler von K{(t)j so kann 
man n Zahlen ßf^ ... ß^^ so bestimmen, daß 

eK\C---/'r)^0 (modp,) 

ist. Denkt man sich nun für jeden der l Primteiler f)^ von p n solche 
Zahlen /3^^ bestimmt, und wählt man dann, was nach dem a. S. 282 
bewiesenen Satze stets möglich ist, n ganze algebraische Zahlen 
ßij ßi7 ' • ' ßn ^^ Körpers K(Jß)y so aus, daß 
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ß^^ß'^, /J,^/?»,...^.^^« (modp,) « = l.2.--/) 

wird, 80 ist allgemein: ^ 

eK,---^.)^®W',---O^0 (modp,) (.•=l,2,--J) 

d. h. ®(/J;t) ist in der Tat zu p teilerfremd. 

Ich will K{ß) einen Ergänzungskörper zu K{a) in bezug 
auf die Primzahl p nennen, wenn man die Unbestimmten u^ der 
Fundamentalform von K{a) innerhalb K{ß) so auswählen kann, daß 
die Diskriminante ri{w^ — w^"^ keinen Primteiler von p öfter enthält 
als die Eörperdiskriminante von K{a). Dann kann man die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß K{ß) für K{a) in bezug auf p 
ein Ergänzungskörper ist, folgendermaßen aussprechen: 

Es sei p^p^lP^ " - t)|' die Zerlegung der reellen Prim- 
zahl^ in ihre Primfaktoren innerhalb -£(/J), und fi, fj, . . • fji 
seien diejenigen Grade derselben, welche voneinander verschieden 

(11) sind. Dann ist K{ß) dann und nur dann ein Ergänzungskörper 
von K{a) in bezug auf p^ wenn die von ihrem Zahlenfaktor 
befreite Diskriminante der Fimdamentalgleichung von K{a) 
kein einziges der X Divisorens jsteme: 

enthält. 
Es soll jetzt angegeben werden, welches der Ergänzungskörper 
niedrigsten Grades K(ß) für einen Körper K{a) in bezug auf eine 
beliebige Primzahl p ist. Zu diesem Zwecke untersuche ich die von 
ihrem Zahlenfaktor befreite Diskriminante der Fundamentalgleichung 
@(Wi, ^2, . . . wj ^^^ ^^^^ Teilbarkeit durch die Divisorensysteme: 

(12) Px, P„ P„ . . ., 
WO wieder allgemein: 

ist. Enthält diese primitive Form das erste System: 

nioht, so ist p überhaupt nicht außerwesentlicher Teiler von K{a\ 
d. h. der Er^nzungskörper niedrigster Ordnung ist der Körper K{\) 
der rationalen Zahlen. Ist dagegen ©(^^^..yO ^^^^^ Pi teilbar, so 
inuß man in der Reihe P^, P^, . . . zuletzt zu einem Divisorensysteme 
Pf^kommen, welches nicht mehr in der primitiven Form ®(w<) = | J7f^*^|* 
enthalten ist; wählt man nämlich ^ so groß, daß die Potenz p^ größer 
ist als die Dimension -^o~ <iör homogenen Form |0J*^|, so wird 
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diese durch das Modulsystem {uf — u^y • • • «^" — mJ überhaupt nicht 
mehr auf eine Form niedrigeren Grades reduziert, weil alle Exponenten 
der unbestimmten u^ kleiner sind als p^. Daher könnte die Form 
I ü^^^ also auch @ (wj nur dann das Modulsystem 

^/. = ; < - ^1 . • • • «^ - o 

enthalten, wenn alle ihre Koeffizienten durch p teilbar wären, und 
dies steht mit der Tatsache im Widerspruch, daß ©(wj, ... wj primitiv 
ist. Diese Form kann somit nur eine endliche Anzahl von Diyisoren- 
systemen P^, P,, . . . enthalten, und zwar ist diese Anzahl sicher 
kleiner als fi, wenn ^ die niedrigste Potenz von p bedeutet, welche 
größer ist als ^ I" * 

Es sei nun Pf das erste Modulsystem der Reihe (12), welches in 
(£(tij) nicht enthalten ist. Ist dann: 

9{y) = y^ + hy^'' + -" + h--o 

irgend eine Gleichung des f^^ Grades, deren linke Seite auch modulo p 
irreduktibel ist, und ß eine ihrer f Wurzeln, so zeigt man leicht, daß 
der durch sie konstituierte Körper f**' Ordnung ein Er^nzungskörper 
niedrigsten Ghrades zu K(a) in bezug auf p ist. 

Zunächst kann man nämlich stets eine modulo p irreduktible Funk- 
tion g(y) von einem beliebig vorgegebenen Grade f finden, da durch jede 
zum Exponenten (p^ — 1) gehörige (p^— 1)*® Einheitsvrurzel eine solche 
bestimmt wird. Femer erkennt man sofort, daß K{ß) überhaupt ein 
Ei^nzungskörper zu K{a) in bezug auf p ist. Da nämlich g(y) 
modulo p irreduktibel ist, so ist p innerhalb K(ß) selbst eine Prim- 
zahl und ihr Grad ist gleich f. Die Primzahl p wäre also für den 
Körper K(ß) dann und nur dann gemeinsamer außerwesentlicher 
Teiler aller Gleichungsdiskriminanten von K{a)y wenn ©(ti^, ... u^) 
das Divisorensystem Pf = (p; wf^ — w^^) enthielte, was der vorher ge- 
machten Annahme widerstreitet. 

Ist endlich K{y) ein anderer Körper, dessen Grad kleiner ist als f , 
und ist für diesen p irgend ein Primteiler von jp, so ist sein Grad f 
höchstens gleich dem Grade von K{y)y also kleiner als f. Daher 
ist p sicher gemeinsamer außerwesentlicher Diskriminantenteiler von 
K{a) für den Bereich -ff(y), da die Form ®(m,.) das Divisorensystem 
(p;uf^ — mJ enthält, dessen Index f kleiner ist als f. Man erhält 
also den Satz: 

Ist Pf = (p; u^^ — u^ das Divisorensystem niedrigster Ord- 
nung, welches in der primitiven Form @(uj nicht enthalten 
ist, so ist der niedrigste Erj^uizungskörper K{ß) zu K{a) für 
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(13) die Primzahl p vom Grade f und ein solcher wird durch jede 
ganzzahlige Gleichimg f*^ Grades konstituiert, deren linke 
Seite modulojp irreduktibel ist. 
Für den durch die Gleichung 

«» — a*-2a-8-0 

definierten Körper K{a) war die Primzahl 2 gemeinsamer außer wesent- 
licher Diskriminantenteiler. 

Da hier die Diskriminante der Fundamentalgleichung 

2) (w) ^ (w^ - w^y (w^ - w^y (w^ — w^y = -- 503 . e (wi , ««^ , m,) 

abgesehen von ihrem Zahlenteiler das Quadrat einer homogenen 
Funktion der dritten Dimension ist, so lehrt unser Satz, daß man 
das Auftreten des gemeinsamen außerwesentlichen Teilers 2 vermeiden 
kann, wenn man ti^, u^, u^ als ganze Zahlen eines Körpers K{ß) wählt 
welcher durch eine auch modulo 2 irreduktible quadratische Gleichung 
definiert ist. Wählt man speziell die Gleichung: 

SO folgt, daß in diesem Falle ß als dritte Wurzel der Einheit angenom- 
men werden kann; hier ist also der einfachste Ergänzungskörper ein 
Kjreisteilungskörper. Es gilt auch allgemein der interessante Satz, 
daß für jeden Körper K(a) in bezug auf eine beliebige Primzahl p als 
Ergänzungskörper immer ein Körper von größter algebraischer 
Einfachheit gefunden werden kann, nämlich ein solcher, welcher durch 
Einheitswurzeln vom Primzahlgrade gebildet wird. Jedoch soll hierauf 
an dieser Stelle nicht mehr eingegangen werden. (Vgl. meine Ab- 
handlung „Arithmetische Untersuchungen über die gemeinsamen außer- 
wesentlichen Diskriminantenteiler einer Gattung. Grelles Journal Bd. 113, 
S. 128 — 160.) 



Elftes Kapitel. 
Die Darstellnng der algebraischen Divisoren. 



§ 1. Die Zerleg^g der reellen Primzalileii in ihre Primdivisoren. 

Ich will nun zeigen, wie einfach sich die Zerlegung der reellen Prim- 
zahlen in ihre Primfaktoren innerhalb des Körpers K{a) zunächst unter 
der Voraussetzung gestaltet, daß in jenem Körper eine für den Bereich 
von p reguläre Zahl gefunden werden kann. Für alle diejenigen Prim- 
zahlen, welche in der Diskriminante d{a) der Grundgleichung gar 
nicht enthalten sind, ist die Zahl a selbst regulär, weil ja d{a) dann 
sicher p in möglichst niedriger Potenz enthalt. Aber auch falls p 
ein Teiler der Diskriminante d(a) sein sollte, kann a regulär sein, 
wenn jp in d{a) nicht öfter auftritt, als in der Körperdiskriminante; 
im entgegengesetzten Falle kann man aber innerhalb K{a) stets eine 
andere für p reguläre Zahl y finden, es sei denn daß p ein ge- 
meinsamer außerwesentlicher Teiler aller Gleichimgsdiskriminanten Yon 
K{a) ist. Wie man dieselbe Aufgabe auch in diesem letzten Falle, 
also für jede Primzahl p ohne Ausnahme mit Hilfe der Fundamental- 
gleichung löst, wird sich im nächsten Paragraphen mit Hilfe der jetzt 
durchzuführenden Betrachtungen leicht ergeben. 

Es sei also p eine beliebige reelle Primzahl, 

ihre Zerlegung innerhalb K{a)y imd es sei wieder allgemein f^ der 
Orad von p,-. Ich bezeichne mit p irgend einen unter diesen h Prim- 
faktoren, und mit e und f seine Ordnung imd seinen Orad. Ist dann 
y eine für den Bereich von p reguläre ganze algebraische Zahl, so 
besitzen die ef zu p gehörigen, zu y konjugierten Zahlen: 



(2) 



^ 



Yi, Yi, •■■ Y, 

jf), y^), ... ytP) 



n i 7t t • ■ •7, 
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die folgenden Entwicklangen fCtr den Bereich Ton p 

Vi = % + %«* + %'!? + %«? + • • • 
{2a) i (<-.l,2,...«) 

Die Anfangsglieder aller konjugierten Zahlen der ersten, zweiten, 
. . . f^^ Reihe sind die Einheitswurzeln: 

^0? ^; • • • nl^^ } 
und sie sind nach der über y gemachten Voraussetzung voneinander 
und Yon den Anfangsgliedem aller zu den übrigen Primteilem gehörigen 
konjugierten Zahlen verschieden; endlich sind die zweiten Koeffizienten 
tjf alle von Null verschieden. 

Für jede dieser ef konjugierten Zahlen y^^^^^ modulo p gilt dann die 
Kongruenz: 

yO^) = iyg* (mod^)); 

bildet man also jetzt das Produkt derjenigen Linearfaktoren, welche 
zu dem Primteiler p gehören, so besteht für ein variables x die 
Kongruenz: 

e /-l e /-l 

(3) J7 jf7(* - y^)) ^nili'^-vO^ 5 (*)' (.^od p), 

wo 

eine ganze Funktion f^^ Grades von x mit rationalen jp-adischen 
Koeffizienten bedeutet, welche auch modulo p betrachtet irreduktibel ist, 
weil das Anfangsglied i^o ^* ^* ^* zu dem Exponenten f selber paßt. 
Beachtet man, daß die linke Seite dieser Kongruenz als symmetrische 
Funktion der ef zu p gehörigen konjugierten Zahlen y^^ ebenfalls 
eine ganze Funktion mit rationalen jp-adischen Koeffizienten ist, so 
kann die Kongruenz (3) nur dann modulo p erfüllt sein, wenn sie 
auch für die reelle Primzahl p als Modul besteht. 

Bezeichnen wir jetzt also allgemein das Produkt aller e^f^ zu einem 
der h Primfaktoren p^ gehörigen Linearfaktoren durch Ff(x), imd das 

Produkt 

/ (0\/ (OpN / ('V-i\ 

der fi zu den entsprechenden Anfangsgliedem gehörigen Linearfaktoren 
durch ^i(x), so ergeben sich zunächst die folgenden h Kongruenzen: 

(4) F,{x) = %,{xy*' (modp) (t-i,2,...Ä), 



"> 
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und durch Multiplikation jener h Kongruenzen erhält man endlich die, 
folgende wichtige Zerlegung: 

(5) F{x) = F,{x)F,(x) ... . F,ix) ^ %,(xy^^,ix)" ■ ■ • g^Cx)'* (mod p) 

WO F{x) eben die linke Seite der irreduktiblen Gleichung n*®** (Jrades 
bedeutet; welcher y nebst seinen n konjugierten genügt. 

Die h Funktionen ^i{x) sind nicht nur für den Bereich von p^ 
sondern auch modulo p betrachtet irreduktibel^ d. h. ihre nullten Nähe- 
rungswerte ^f\x) sind modulo p unzerlegbar; sie sind femer alle 
modulo p inkongruent; da anderenfalls y nicht regulär wäre. Jede 
von diesen h Funktionen t5.(^) ist einem der h Primfaktoren p^ ein- 
deutig zugeordnet, und zwar ist ihr Grad /^ gleich dem Grade von p^^ 
und der Exponent e,. der in F(x) enthaltenen Potenz von 5<(^) gleich 
der Ordnimg des zugeordneten Primteilers. 

Um nun weiter die enge Beziehung zwischen diesen Funktionen 
und den zugeordneten Primfaktoren darzulegen, stelle ich die folgende 
einfache Betrachtung an: Es sei wieder p einer der h Primfaktoren, und 

%{x) - (X - r,,) (x-rf,)...(x- ijg^"') 

die zugeordnete Funktion. Substituiert man nun für x zimächst irgend 
eine der ef zu p gehörigen Zahlen y^\ etwa y^, so ergibt sich: 

gW = iri - ^o) (^'i - vS) • • • (yi - ^'"') ^ (mod p), 

weil sich in der einen DiflFerenz y^ — tjq das Anfangsglied ijq forthebt 
Da aber in dieser Differenz 

n- '^o^-^i'^^i + '- 
das Anfangsglied ly^ n. d. V. nicht Null ist, und da die Anfangs- 
glieder rJQ— r}^ aller übrigen Differenzen yi — i?g* p gar nicht ent- 
halten, so ist %(yi) auch nur durch die erste Potenz von p teilbar, 
d. h. es bestehen die Kongruenzen: 

(6) 5(y0 = 0(modp), 5(y,) ^ (modp»). 

Substituiert man dagegen in %{x) für x eine zu einem anderen Prim- 
teiler p' gehörige Wurzel y[y so ergibt sich 

(6a) 5(y;)^0 (mod PO, 

denn andernfalls hätten ja die beiden zu p und p' gehörigen modulo p 
irreduktibeln Funktionen %{x) imd ^'(x) modulo p\ also auch modulo j> 
einen gemeinsamen Teiler, wären also für diesen Modul kongruent. 
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Die h |7-adischen ganzen algebraischen Zahlen 

(7) 5i(y), 5,(y),---2f*(y) 

haben also die Eigenschaft, daB allgemein 

(7 a) «,-5,(y) 

durch den zugeordneten Primteiler f),. genau einmal teilbar ist; aber 
keinen der (Ä — 1) übrigen Primteiler p^ enthält; jene h Zahlen sind 
also Primzahlen bzw. für den Bereich von Pi, p2f • - - Ph- 

Hieraus folgt, daß man die Zerlegung der reellen Primzahl p in 
ihre Primfaktoren vollständig beherrscht, sobald man nur die in der 
Kongruenz (5) auftretenden irreduktiblen Funktionen f^^^) ^i^den 
kann; denn diese liefern uns die Ordnung e^ und den Grad f^ eines 
jeden von diesen Primteilem, sowie eine zugehörige Primzahl S^ = 5<(y) • 
Aber gerade zur Bestimmung jener Faktoren %i{x) braucht man ja die 
Entwicklung der konjugierten Zahlen y nach ganzen oder gebrochenen 
Potenzen von jp, und diese setzt ihrerseits wieder die Kenntnis der 
Primfaktoren von p voraus. 

Jene h Funktionen (7) verlieren nun ihre wesentlichen Eigen- 
schaften nicht, wenn man sie durch ihre nullten Näherungswerte 
modulo p 
(7b) %f\x), %t\^),...%Ti^) 

ersetzt, und diese sind modulo p irreduktible ganze Funktionen mit 
gewöhnlichen ganzzahligen Koeffizienten, welche man aus der Grund- 
gleichung F(x) ohne weitere Vorkenntnisse durch eine endliche An- 
zahl von Versuchen finden kann. In der Tat hängt ja jede Funktion 
%i(x) mit ihrem nullten Näherungswerte durch eine Gleichung 

(8) %f\^) = di(.^)-P%M 

zusammen, wo ^i{x) eine ganze Funktion von niedrigerem als dem 
f-*^ Grade mit ganzen /^-adischen Koeffizienten bedeutet. Ersetzt man 
nun in der Kongruenz (5) die Funktionen 5,(rc) durch die ihnen kon- 
gruenten 5f\a?), so folgt: 

(9) Fix)^%f\xr^<^\xr...%'^\xr (raodp), 

und diese Kongruenz liefert die Zerlegung der Funktion F{x) in ihre 
modulo p irreduktiblen ganzzahligen Faktoren, welche nach dem 
a. S. 77 bewiesenen Satze eindeutig bestimmt ist und durch eine end- 
liche Anzahl von Versuchen gefunden werden kann. 

Femer haben die Näherungsweii^e (7 b) auch die erste in der 
Kongruenz (6) und die in (6 a) ausgedrückte Eigenschaft. Substituiert 



•> 



302 Elftes Kapitel. 

man nämlich für x in der Gleichung (8) das eine Mal eine zu p. ge- 
hörige Zahl y,., das andere Mal eine zu einem anderen Primteiler p^ zu- 
geordnete y^ und betrachtet sie das eine Mal modulo p^^ das andere 
modulo pj^y so folgen aus (6) und (6a) die beiden Kongruenzen: 

^ ^ 5r(y») = S*(y*)^0(modp^. 

Ist femer p,. ein Primteiler von p, dessen Ordnung e, größer als Eins 
ist, so ist auch die zweite für 3<(^) geltende Kongruenz in (6) für 
den Näherungswert %^!^\x) erfüllt; da dann nämlich p mindestens durch 
p^ teilbar ist, so liefert die Substitution x ^ yi in jene Kongruenz (8) 
für den Modul p^. die Beziehung: 

(lOa) gfr(y,) = 5<(y.)^0modpf. 

In diesem Falle hat also auch der nullte Näherungswert %f\x) die 
Eigenschaft, daß die gewöhnliche algebraische Zahl: 

durch den zugehörigen Primteiler p^ einmal und nur einmal, durch die 
übrigen Primteiler p^ aber gar nicht teilbar ist. 

Nur in dem Falle, wo p den Primteiler p^ einfach enthält, könnte 
die Zahl %f\y) durch p'. teilbar sein, während Si(y) nur die erste 
Potenz von p enthält; denn dann sind ja 3<(y) ^^<i x^f\y) ^^^ W ni^l^t 
modulo p^.y sondern nur modulo p^ kongruent. Ob dieser Ausnahme- 
fall zufällig eintritt oder nicht, erkennt man ohne weiteres durch die 
Bildung der Norm von ^f^ (y) ; denn da diese Zahl außer p^ überhaupt keinen 
Primteiler von p enthält, so ist n {^f\y)) dann und nur dann genau 
durch n (p^) = |/* teilbar, wenn %f\y) genau durch p,. divisibel ist, 
während anderenfalls jene Norm mindestens die Potenz n{p^.)^p'^* 
enthalten würde, in welcher der Exponent /i gleich dem Grade von 
^f\x) ist. Sollte nun die Bildung der Norm ergeben, daß ^f\y) 
durch p* teilbar ist, so ist sicher 

eine gewöhnliche ganze algebraische Zahl von £(a), welche durch p^ 
nur einmal teilbar ist und keinen anderen Divisor p^ enthält, denn es 
ist ja dann 

'tf>=5f'(y) = modp, 



§ 1. Die Zerleg^ong der reellen Primzahlen in ihre Primdivisoren. 30S 

und endlich ist %y nicht durch pj teilbar, weil n. d. V. 5f^(y) jenen 
Teiler zweimal enthält, während er in p nur einmal auftritt. 

Die soeben durchgeführte Betrachtung gibt uns nun ein Mittel^ 
jeden der h Primteiler p^ von p völlig rein, nämlich als den größten 
gemeinsamen Teiler von zwei ganzen Zahlen darzusteUen. Ist nämlich 
%f^{x) wieder die zu p^ gehörige irreduktible Funktion, so besteht in 
jedem Falle die Gleichung 

(11) h={p, %?{?)), 

d. h. p^ ist der größte gemeinsame Teiler der zu p^ gehörigen Prim- 
zahl p und der ganzen algebraischen Zahl 5f^(y). In der Tat ist 
zunächst ein nicht zu p gehöriger Primteiler q nicht gemeinsamer 
Teiler jener beiden Zahlen, da er nicht in p enthalten ist, ebensowenig 
ist ein von p^ verschiedener zu p gehöriger Primteiler p^ ein Teiler 
jener beiden Zahlen, denn er ist ja nicht in ^f^{y) enthalten. Endlich 
ist pi sicher einmal in beiden Zahlen enthalten, aber nicht zweimal; 
denn tritt p,. zweimal in p auf, so ist %f^{y) nach dem oben geführten 
Beweise genau durch die erste Potenz vonj9 teilbar; im anderen Falle 
kommt pi eben sicher nur einmal in p vor. Wir können also jetzt den 
folgenden wichtigen Satz aussprechen: 

Es sei y eine für den Bereich von p reguläre Zahl, und 
F{x) ^ 
die Gleichung, der sie genügt. Ist dann: 
(12) Fix)^^^{xf%f{xT.:%f{x)'>' (modp) 

die Zerlegung der Funktion F{x) in ihre modulo p irreduktiblen 
Faktoren, so ist 

(12a) p = [p, 5f>(y))" {p, sriy))'* • • • (ih 3fr (y))'* 

die Zerlegung dieser Primzahl in ihre Primfaktoren. Allgemein 
besitzt der zu %f\x) gehörige Primteiler 

(12b) ^=(1», gf(y)) 

den Grad /) und die Ordnung e,., wenn die irreduktible Funktion 

%^^\x) den Grad /) hat, und modulo p betrachtet ein c^-facher 

Teiler von F{x) ist. 

Mit Hilfe dieses Satzes gestaltet sich die Zerlegung derjenigen reellen 

Primzahlen, welche z. B. nicht in der Diskriminante der Grundgleichung 
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aufgehen, ganz wunderbar einfach. Ich zeige dies an der vorher be- 
trachteten Gleichung: 

(13) F{x) = a:»- a:«- 2a; - 8 = 0. 

Die soeben auseinandergesetzte Methode kann hier zur Dekomposition 
aller Primzahlen p, außer der Zahl 2, angewendet werden, da sie allein 
außerwesentlicher Teiler der Gleichungsdiskriminante — 4 • 503 ist; und 
man braucht dazu allein die Zerlegung der Funktion F{x) in ihre 
modulo p irreduktiblen ganzzahligen Faktoren. Da diese Funktion 
dann und nur dann überhaupt modulo p zerfallt, wenn sie mindestens 
einen ganzzahligen Linearfaktor besitzt, so braucht man für jede Prim- 
zahl p nur zu untersuchen, ob F{i) fQr i = 0, ±1, ± 2, • • •, ± ~I 
durch p teilbar ist. So ergibt eine einfache Rechnung, daß jene 
Fimktion z. B. modulo 3, 7, 11, 13, 23 unzerlegbar ist, während für 
die Primzahlen 5, 17, 19 die folgenden Zerlegungen in irreduktible 
Faktoren bestehen: 

^^x^-2x-i = {x-l) (a;*- 2) (modo) 

(14) = (a; _ 7) (a;« + 6 a? + 6) (mod 17) 

- (a: + 3) (x« - 4a; + 10) (mod 19). 

In dem zu der Gleichung (13) gehörigen Körper K{a) sind also 3, 
7, 11, 13, 23 selbst Primzahlen; dagegen zerfallen 5, 17 und 19 in 
je einen Primfaktor ersten und einen zweiten Grades, und zwar ist: 

5 -(5, a-l)(5, a«-2) 
(14a) 17 = (17, a-1) (17, «« + 6 a + 6) 

19 ^ (19, a + 3) (19, a«- 4a + 10). 

Sehr leicht ergeben sich so auch weiter die Zerlegungen der Primzahlen 
des ersten Hundert. Da endlich die Primzahl 503 in der Diskriminante 
von F{x) nur einmal enthalten ist, so folgt leicht aus den Bemerkungen 
a. S. 231 unten, daß filr den Modul 503 die folgende Zerlegung von F{x) 
bestehen muß: 

F{x) = {x- ay {x - h) (mod 503). 
Der erste Linearfaktor x — a ergibt sich als der größte gemeinsame 
Teiler von F{x) und F'{x) modulo 503: 

(a;»-a;^-2a;-8, 3a^- 2a;- 2) = a; + ?/, 
und durch Substitution des Wertes a = — y erhält man leicht durch 
Koeffizientenvergleichung 6 »^7^; es ist also: 
(14 b) a;»-a;«-2a;-8 = (a; + »^)«(a;-V) (mod503), 

und hieraus folgt für 503 die Zerlegung in Primfaktoren: 
(14c) 503 - (503, a + V)« (503, a - V). 
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§ 2. Die Zerlegung der FnndamentalgleiclLnng ffir eine reelle Primzahl 

als Modul. 

Aus dem im vorigen Abschnitte behandelten Beispiele ergibt sich, 
daß für fast alle reellen Primzahlen die Zerlegung in ihre Primteiler 
innerhalb eines Körpers K{a) höchst einfach durchgeführt werden kann. 
Ist dagegen die betreffende Primzahl p ein gemeinsamer außerwesent- 
licher Diskriminantenteiler von K{a)j so reicht die soeben auseinander- 
gesetzte Methode nicht aus, da man ja in diesem Falle keine Grund- 
gleichung finden kann, welche p nicht als auBerwesentlichen Teiler 
enthielte. Es soll daher jetzt eine Vorschrift gegeben werden, mit 
deren Hilfe das Fnndamentalproblem, eine beliebige Primzahl innerhalb 
eines beliebigen Körpers in ihre Primteiler zn zerlegen, voUständig ohne 
jede Ausnahmefälle gelöst wird. Sie beruht anf der a. S. 270 unten 
bewiesenen Tatsache, daß die Diskriminante J)(tii, . . ., mJ der Funda- 
mentalgleichung für unbestimmte u^ allein durch die Körperdiskrimi- 
nante teilbar ist, also keine außerwesentlichen Teiler enthält. Hieraus 
folgt, daß die Fundamentalform: 
(1) w = Wi|W + ti,|(«) + . . . + u J(") 

für unbestimmte t^, t^^, . . . u^ in bezug auf jede reelle Primzahl 
den Charakter einer regulären Zahl. haben wird. Zerlegt man also die 
linke Seite der Fundamentalgleichung, der die Form w nebst ihren n 
konjugierten genügt, für unbestimmte u^ in ihre modulo p irreduktiblen 
Faktoren, so ist anzunehmen, daß diese uns stets die Primfaktoren von 
p in derselben Weise liefern werden, wie dies im vorigen Paragraphen 
bei den irreduktiblen Faktoren %f\x) der Fall war, welche sich aus 
der Zerlegung der linken Seite der Gleichung für die modulo p regu- 
läre Zahl y ergaben. Dies ist nun wirklich der Fall, und der Be- 
weis wird ganz analog wie a. a. 0. geführt; ich brauche daher nur das 
wesentlich Neue hervorzuheben. 

Es sei (1) die Fundamentalform des Körpers K(a) und 

(2) i,-p>;-...p:* 

die Zerlegung der zu untersuchenden reellen Primzahl innerhalb dieses 
Körpers. Es bedeute nun p einen dieser h Primfaktoren, e und f seien 
seine Ordnung und sein Grad. Dann bezeichne ich wie a. S. 298 (2) durch: 



(3) 



w[''\ wf\ . . . u;('> 
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die ef zn p gehörigen konjugierten Fundamentalformen. Denkt man 
sich diese für den Bereich von p nach Potenzen einer zugehörigen 
Primzahl n entwickelt, so erhalt man wie a. S. 299 in (2a) die 
folgenden Reihen: 

w^ - Do + ^i^i + Oi< + • • • 



(3a) 



w- 



\ 



(» = 1,2,. ..e) 

wo C/jj, J7j, . . . 'D^\ ü^^\ . . . Linearformen der unbestimmten u^, «j, . . • w^ 
bedeuten, deren Koeffizienten konjugierte Zahlen des Eoeffizienten- 
körpers K(ri) sind. 

Alle diese ef Entwicklungen sind nun f&r den Modul p bzw. kon- 
gruent ihren Anfangsgliedem: 

TT 77<P) t/*»^"^) 

und je e Formen, welche in (3) in derselben Zeile stehen, besitzen das- 
selbe Anfangsglied. Hieraus folgt, daß für die Hnke Seite der zu p 
gehörigen Fundamentalgleichung, d. h. für das Produkt der ef Linear- 

faktoren w — vo^^ modulo p die folgende Kongruenz für ein variables 
f^ und für unbestimmte ^^L^ besteht: 

(3b) /7(®-«'!'*0^5« (modp), 

wenn wieder wie a. S. 299 (3 a) 

(4) g(ig)-(ij_ £r„)(i5- D<'>)... (i5- Oi"'-')) 

das Produkt der zu den Anfangsgliedem gehörigen Linearfaktoren be- 
deutet. 

Auf beiden Seiten der Kongruenz (3b) modulo p steht je eine 
ganze Funktion der (n + 1) Variablen t^, t<|, . . . u^ mit rationalen 
jhadischen Koeffizienten; also muß sie auch modulo p selbst erfüllt 
sein. Femer ist die rechts stehende Funktion t$(t^, u^) modulo f be- 
trachtet für unbestimmte u^ irreduktibel, denn sie geht für alle ganz- 
zahligen Spezialisierungen u^ » a^ in die entsprechenden Funktionen 
f^ Grades %{w) a. S. 299 (3a) über, denen alle Zahlen des Körpers K{a) 
modulo p betrachtet genügen. Zerfiele also f^(t^, uj für unbestimmte 
u^, so müßte dasselbe für jede Funktion %{x) der Fall sein, welche zu 
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einer Zahl des Körpers K{a) gehört^ während doch ganze Zahlen 
existieren^ welche zum Exponenten f selbst passen, also modulo p be- 
trachtet irrednktiblen Kongruenzen des f*^ Grades genügen. 

Denkt man sich nun für alle h Primfaktoren p^ die zugehörigen 
Fundamentalgleichungen Fi(id) = gebildet und ihre linken Seiten 
dann auf die in (3b) angegebene Weise modulo p in der Form %i{iöy Uj^' 
dargestellt, so sind diese alle modulo p inkongruent^ da sonst dieselben 
Funktionen auch fQr jede ganzzahlige Spezialisierung der u^ kongruent 
sein müßten, und es ergibt sich endlich für die linke Seite der ganzen 
Fundamentalgleichung folgende Zerlegung in modulo p irreduktible 
j>-adische Faktoren: 

(6) F(w, u,) = ^,{w, M»f g,(t5, «,r . . . %,(W, «J'* (modi,), 
entsprechend der Zerfallung der Primzahl p 

(6a) P = <>t'P?---p:* 

in ihre Primfaktoren. 

Man erkennt nun ohne weiteres, daß die zu einem Primdivisor p 
gehörige Funktion 

für unbestimmte u^ ein einziges Mal durch p teilbar wird, wenn w 
gleich der Fundamentalform w in (1) gesetzt wird, daß sie aber keinen 
anderen Primteiler p' enthält. Ersetzt man nämlich in (4) td durch 
eine der ef za p gehörigen Entwicklungen, etwa durch w^ in (3 a), so er- 
kennt man genau wie a. S. 300 Mitte, daß ^(tc^o ^k) ^^ einziges Mal durch 
p teilbar wird, weil sich nur in dem einen LinearfjEÜdior w^— Uq das 
Anfangsglied forthebt, während der Koeffizient üi von x^ von Null 
verschieden ist. Substituiert man dagegen in (4) für W eine zu einem 
anderen Primteiler p' gehörige Entwicklung w', so ist in dem Produkte: 

kein einziger Faktor für unbestimmte u^ durch p' teilbar, denn sonst 
hätten ja %(td, u^) und die zu p' gehörige Funktion S'(*^; ***) ^^ ^^^' 
bestimmte u^ einen gemeinsamen durch das Euklidische Teilerverfahren 
bestimmbaren rationalen Teiler modulo p\ sie wären also entweder 
modulo p zerlegbar oder identisch. Auch hier sind also die h jhadischen 
algebraischen Formen 
(6) S, - %,{w, u,) 

Primfunktionen für den Bereich des entsprechenden Divisors p^^ xmd 
sie sind durch keinen der h — 1 übrigen Primteiler teilbar. 

20* 
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Dieselben Eigenschaften besitzen im wesentlichen auch die nullten 
Näherungswerte %}\iVy u^^) jener Punktionen %i(w, u^^ welche also 
ganze Funktionen von Wy u^, • • - 1^» ^^ Zahlenkoeffizienten der Reihe 
0, 1, ... 2> — 1 sind, und sich aus der eindeutig bestimmten 2Jer- 
legung der Fundamentalgleichung 

(7) j'c«',%)=gf(t^,%)"---gr(*^,«*)'* (°>odi>) 

in ihre modulo p irreduktiblen ganzzahligen Faktoren direkt ergeben. 
Da namUch zwischen einer j>-adischen Funktion ^^iw^ u^ und ihrem 
nullten Näherungswerte eine Gleichung besteht: 

(8) gf ' {iS, u,) =- %,{iS, «,) - p 5,(t5, «,) , 

80 folgt genau wie a. S. 301 (8), daß auch SfVw?, Uj\ fQr unbestimmte u^ 
durch den zugehörigen Teiler )f^ aber durch keinen anderen Divisor 
von p teilbar ist. Ist femer p^ ein Verzweigungsteiler, also e^ > 1, so 
ist auch %^^^(w,Uj^ sicher nicht durch p] teilbar, also S. == gf^(ti;, w^^) 
ebenfalls eine Primzahl für den Bereich von p^. Ist dagegen e^ =» 1, 
so kann %^^(WyU^ auch jetzt zufällig eine höhere Potenz von p^ ent- 
halten. In jedem der beiden Fälle ist aber wieder: 

(9) h-i^y%T{^f%)) (»=i,2,...Ä). 

Es ergibt sich also jetzt die folgende ganz allgemeine Vorschrift zur 

direkten Bestimmung aller Primfäktoren eines beliebigen Körpers K{cc)\ 

Es sei w =» ttil^^^ H h w^l^"^ eine Fimdamentalform für 

den Körper K{a)y imd 

(10) F(ic,u,)^0 

die zugehörige Fundamentalgleichung. Um eine beliebige reelle 
Primzahl p innerhalb K{a) in ihre Primfaktoren zu dekom- 
ponieren, zerlege man F{w, u^ fiir unbestimmte Uj^ in die 
modulo p irreduktiblen Faktoren, was stets durch eine endliche 
Anzahl von Versuchen geschehen kann. Der so sich ergeben- 
den Kongruenz 

(lOa) F{w,u,)^%f{w,u,f---%f{w,u,y'' (modi)) 

entspricht dann die folgende Zerlegung von p in seine Prim- 
faktoren: 

(lob) p - (p, gf>(t., «,))'• .--(p, sr («., «,))'* . 

Ist femer /) der Grad der irreduktiblen Funktion Sf^(<^yt*t), 
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SO besitzt der zugehörige Primteiler p^ ebenfalls den Orad /) 
und er hat die aus (10a) sich ergebende Ordnung e^. 
Zur Yollständigen Darstellung aller Primdivisoren p bedarf man also 
nur der Aufsuchung eines Fimdamentalsjstemes für K{a) und der Bildung 
der zugehörigen Fundamentalgleichung; die Zerlegung ihrer linken Seite 
für alle reellen Primzahlen als Moduln liefert dann alle Primdivisoren 
ohne jede Ausnahme und jedesmal ihren Grad und ihre Ordnung. 

Ich will dieses wichtige Resultat benutzen, um mit seiner Hilfe 
die noch ausstehende Zerlegung der Primzahl 2 innerhalb des durch die 
Gleichung 

(11) F(a) = «»- a«~ 2« - 8 = 

definierten kubischen Körpers K(a) zu bestimmen, für welchen ja 2 der 
einzige gemeinsame außerwesentliche Diskriminantenteiler war. Hier 
bilden die Zahlen (1, a, a^) kein absolutes Fundamentalsystem, weil ihre 
Diskriminante d(a) =- — 2* • 503 noch den außerwesentlichen Teiler 2, 
allerdings nur in der zweiten Potenz, enthält Schreibt man aber die 
Gleichung (11) in der Form: 



(12) ^-^f^--^. 

und bezeichnet diese beiden einander gleichen Zahlen von K(a) durch 
ß, so erkennt man leicht, daß ß ^ — eine ganze Zahl ist, denn die 

Substitution cc ^ -j in (ll) lehrt ja, daß ß der ganzzahligen Gleichung: 

G(/S)-/S8+/S»+2/S~8 = 

genügt. Die drei Zahlen 1, a imd /3 = " ~^2^ bilden nun ein ab- 
solutes Fundamentalsystem für -£"(«), denn oflFenbar besteht die De- 
terminantenglei chung : 

h «o 2 " 



(13) |i, «,, Ai 



^11,«.;«?;*== -503; 



jenes ganzzahlige System besitzt also die kleinstmögliche Diskriminante* 
Zerlegt man nun die linke Seite der Fimdamentalgleichung F(w) ^Of 
der die zu (1, a, ß) gehörige Fundamentalform: 

(14) W'^u^+u^a + u^ß 

nebst ihren konjugierten genügt, für unbestimmte u^ in ihre modulo 2 
irreduktiblen Linearfaktoren, so ergeben diese nach (10 a) die gesuchten 
Primfaktoren der Primzahl 2. 

Aus den a. S. 274 durchgeführten Überlegungen hatte sich bereits 
ergeben, daß die reelle Primzahl 2 drei verschiedene Primteiler ersten 



"> 



310 Elftes Kapitel. 

Grades besitzt, daß also alle drei Wurzeln der Gleichung (11) für den 
Bereich von 2 rationalen dyadischen Zahlen gleich sind. Eine einfietche 
Diskussion dieser Gleichung zeigt nun, daß die drei konjugierten Wurzeln 
ct^y cc^, €c^ modulo 4 bzw. kongruent 0, 2, 3 sind, und hieraus folgt, daß 
die entsprechenden zu 

P = 2 

konjugierten Zahlen ßif ßf, ß^ modulo 2 bzw. kongruent 1, 0, werden. 
Also sind die drei konjugierten Pundamentalformen w^^ Wo + **i^i+ Wjft 
für i = 1, 2, 3 modulo 2 betrachtet bzw. kongruent 

(15) Wo +0.^1 + «,, Wo+O-Mi + O-«,, Mo+Wi + 0-«,. 

Die linke Seite der Fundamentalgleichung F(töy u^ zerfallt hiemach 
modulo 2 für unbestimmte u^ in drei rationale Linearfaktoren: 

(16) F(w,Ui) = {w-^(u^ + u^))(W-u^)(id-(u^+u,)) (mod2). 

Substituiert man also für die Variable td die Fundamentalform (14) in 
(16), so erhält man nach (10 b) die folgende Zerlegung von 2 

(17) 2 « (2, u,a + «,(/J - D) (2, u^a + u,ß) (2, u,{a - 1) + u^ß). 

Jeder der drei Primteiler von 2 stellt sich also hier als der größte 
gemeinsame Teiler von 2 und je einer Linearform mit zwei algebraischen 
Koeffizienten dar. Wir können diese Primteiler auch unter Weglassung 
der Unbestimmten in der folgenden Form schreiben: 

p,-(2, a,^-l)-(2, «, ^) 
(17a) P,"(2,a,ß) = (2, «, ^^^=f=l) 

p,-(2, a-l,^)-(2, a-1, ^^=f=^), 

denn man erkennt sofort, daß der größte gemeinsame Teiler z. B. der 
drei Zahlen (2, a, ß — l) gleich demjenigen der Zahl 2 und der Form 
ua + v{ß — 1) sein muß, weil beide jeden Primteiler gleich oft ent- 
halten. (Vgl. auch die Bemerkungen a. S. 312 Mitte.) 

§ 3. Die Darstellung der Divisoren durch algebraische Formen. 

In den beiden Torigen Paragraphen wurde gezeigt, wie einfach 
man jeden Primteiler eines beliebigen Körpers in geschlossener Form 
darstellen kann, auch wenn er ein Verzweigungsteiler oder ein gemein- 
samer außerwesentlicher Diskriminantenteiler des Körpers ist. Ich will 
diese Resultate benutzen, um nun auch jeden zusammengesetzten ganzen 
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oder gebrochenen Divisor in ähnlich einfacher Weise wirklich dar- 
zustellen. Streng genommen ist für die hier auseinandergesetzte Theorie 
die explizite Darstellung der Divisoren ebensowenig notwendig, wie in 
der Riemannschen Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, 
da man auch hier nur die Entwickelbarkeit der Zahlen für den Bereich 
eines Primteilers braucht; die jetzt abzuleitenden Resultate sind aber 
so interessant und ergeben sich hier so besonders einfach, daß sie doch 
kurz dargelegt werden sollen. 

Ein einfaches Mittel um Divisoren darzustellen, besteht darin, 
daß man sie als größte gemeinsame Teiler algebraischer Zahlen des 
Korpers definiert. Sind nämlich J<^>, {<*), . . . {<^) beliebig viele ganze 
oder gebrochene Zahlen von K{a)y so ist ihr größter gemeinsamer 
Teiler 

(1) »-(5<^>, 6<^...S<^>) 

derjenige algebraische Divisor, welcher einen jeden Primteiler p so oft 
enthält, als er in den fi Zahlen ^^ mindestens auftritt. Ist also )fr die 
in S) enthaltene Potenz von ^, so sind alle jene ^ Zahlen durch ))'' 
teilbar, und mindestens eine unter ihnen enthält auch keine höhere 
Potenz von p, 
Ist 

(2) ® - (^^), ^^ . . . %^'y) 

irgend ein anderer in gleicher Weise dargestellter Divisor, so besteht 
für das Produkt jener beiden Divisoren folgende Darstellung: 

(3) S)@ - (j<^)«<^ . . . 5«^*), . . .) (• " J; J; ; • : ;) , 

d. h. auch dieses Produkt läßt sich einfach als größter gemeinsamer 
Teiler algebraischer Zahlen darstellen; ist nämlich wieder p ein be- 
liebiger Primteiler, welcher d Male in 3), e Male in S, also {d + e) Male 
in Z)l£ enthalten ist, und sind ^^ und %^^^ zwei Zahlen jener beiden 
Divisoren, welche genau bzw. durch )f^ und p' teilbar sind, so folgt, 
daß der in (3) rechts stehende Divisor genau durch p*'+' teilbar ist, 
weil dieses sicher für das eine Produkt J^*)^*) gilt, während alle 
anderen mindestens diese Potenz von p enthalten. Also enthält der 
rechts stehende Divisor in der Tat diesen Primteiler p, also auch jeden 
anderen, genau so oft, als das Produkt ®(£, die Richtigkeit der obigen 
Gleichung ist somit vollständig bewiesen. 

In vielen Fällen braucht man nicht alle j^ne ^v Produkte g^*)^*), 
um durch sie das Divisorenprodukt Z)l£ darzustellen, sondern viele 
unter ihnen können einfach fortgelassen werden. Speziell erkennt man 
leicht, daß eine beliebige r^ Potenz des Dinsors S) schon durch die 
einfache Gleichung: 
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(4) D^-(£<»^, r»^...£(^)^) 

bestimmt ist; ist nämlich wieder p^ die in 3) enthaltene Potenz eines 
beliebigen Primteilers p, und ist ^^^ genau durch p** teilbar, so sind 
sowohl D'^ als ^^ genau durch p^** divisibel, während alle anderen 
Potenzen ^^^ mindestens dieselbe Potenz von p enthalten. 

Es fragt sich nun, ob auch umgekehrt jeder Divisor 3) in der 
Form (1) als größter gemeinsamer Teiler von geeignet gewählten 
algebraischen Zahlen dargestellt werden kann. Dies ist in der Tat der 
Fall, und der a. S. 243 bewiesene Satz (la) gibt uns bereits ein Mittel^ 
diese Aufgabe für einen beliebigen Divisor 2), wenn auch nicht auf die 
einfachste Weise, zu lösen. Ist nämlich (^^^\ g(*>, . . . |(">) ein Fundamental- 
system fOr die Multipla dieses Divisors oder f&r das zugehörige Ideal 
S(S), so folgt aus diesem Satze, daß einfach: 

(5) 2) - (g(^), |W, . . . |(-)), 

daß nämlich jener Divisor der größte gemeinsame Teiler der n ganzen 
oder gebrochenen Zahlen |^*^ ist. In der Tat ist ja 2) ein gemein- 
samer Teiler jener n Zahlen, weil jede ein Multiplum von Z) ist, aber 
S) ist nach eben diesem Satze auch ihr größter gemeinsamer Divisor. 
Wir haben so also eine allgemeingültige Darstellung aller algebraischen 
Divisoren gewonnen. 

Auch in anderer Weise kann man jeden Divisor ® in geschlossener 
Form darstellen, wenn man wieder die Unbestimmten zur Hilfe nimmt; 
unter der Voraussetzung (5) besteht nämlich die Gleichung: 

(5a) 3)«t*ir>^+«,l^')+-- + tiJ("), 

d. h. jener Divisor ist gleich der zu dem Ideale 3(®) gehörigen Fimda- 
mentalform; in der Tat ist jene Form ßlr unbestimmte u^ durch die- 
selbe Potenz p^ eines beliebigen Primteilers p genau teilbar, welche in 
2) enthalten ist, da ja nach (5) mindestens eine der n Zahlen |(*^ genau 
durch p'' teilbar ist, während alle übrigen dieselbe oder eine höhere 
Potenz von p enthalten. 

Diese Darstellung der Divisoren durch Linearformen mit algebra- 
ischen Koeffizienten will ich nun dadurch verallgemeinem imd flir die 
Anwendung brauchbarer machen, daß ich auch algebraische Formen 
beliebigen Grades mit beliebig vielen Unbestimmten zur Darstellung 
der Divisoren verwende. Es sei 

(6) F{v„v„ . . . o - Fig(^) + F,£(')+ • • . + r^^y 

eine Form der m Unbestimmten v^^ . , , v^ mit ganzen oder gebrochenen 
Zahlen ^'^ des Körpers als Koeffizienten, in denen die Größen: 
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(6a) y.-<< -'^jr 

beliebige aber untereinander verschiedene Produkte Ton Potenzen der 
Unbestimmten v^ mit positiven oder negativen ganzzahligen Exponenten 
bedeuten. Ist dann wieder: 

(6b) g=-(g<'>, ?<»>,••• g<^') 

der größte gemeinsame Teiler der fi Koeffizienten ^% enthält also $ 
jeden Primteiler p so oft, als er mindestens in allen ft Zahlen ^^ vor- 
kommt, so ergibt sich genau wie oben für die Linearformen, daß für 
unbestimmte v^ 
(6c) 5=F,g(^) + ...+ F^£</') 

gesetzt werden kann; der Divisor % soll deshalb der Teiler der 
algebraischen Form F(vj^, . . . v^) genannt werden. Ist also wieder 
5 ein beliebiger Divisor, (|(*^, |(*), . . . I^")) das zugehörige Fundamental- 
system, so besteht neben der Darstellung (5a) die allgemeinere Gleichung: 

(6d) g - F, |(i) + F,|W + . . . + Fje«), 

wenn F^, ... F^ beliebige aber voneinander verschiedene Produkte von 
Potenzen beliebig vieler Unbestimmten v^, . . . t?^ sind. 

Schon im § 1 des dritten Kapitels S. 46 ff. wurden solche Formen 
in dem trivialen Falle betrachtet, daß sie nur von einer einzigen 
Variablen x abhängen, daß also die Großen F^ nur verschiedene Po- 
tenzen sf dieser Variablen x sind. Hier wurden die Koeffizienten spezieller 
ab ganze rationale j9-adische Zahlen angenommen, und ihr größter ge- 
meinsamer Teiler I)=»|/ auch hier als der Zahlenteiler der Funktion 
f(x) bezeichnet. Der Fundamentalsatz dieser Theorie, daß der Zahlen- 
teiler eines Produktes f(x)g(x) gleich dem Produkte der Zahlenteiler 
seiner Faktoren ist, konnte hier aus dem Grunde so leicht bewiesen 
werden, veil wir die Glieder Ä^^a^ aller Funktionen in einer be- 
stimmten Reihenfolge, nämlich nach dem Grade k der zugehörigen Potenz 
von Xy anordnen konnten. Sind wir imstande, auch die Potenzprodukte 
V^, V^y , . , V^ in einer von mehreren Variablen abhängenden Form 
F(vi,.,,v^ in eindeutig bestimmter Weise und zwar so zu ordnen, daß 
das Glied höchster Ordnung des Produktes zweier Foi*men stets gleich 
dem Produkte der höchsten Glieder seiner Faktoren ist, so können wir 
genau auf dieselbe Weise, wie in jenem einfachsten Falle, auch hier 
den Fundamentalsatz der Formentheorie beweisen: 

Sind S und % die Teiler zweier Formen JB(t?i, . . . t;^ und 

F{vi, . . . t?^), so besitzt das Produkt E(v^, , . .v^ - F{v^y • • O 

den Teiler Sf^. 
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Eine solche Anordnung dieser Potenzprodukte V yon mehreren Ver- 
änderlichen kann nun leicht folgendermaßen hergestellt werden: Ich 
bezeichne zunächst alle überhaupt auftretenden Variablen v in beliebiger 
aber fester Reihenfolge ein für alle Male durch v^yV^y --^v^ tmd ordne 
jedem Produkte 

das Exponentensystem 

d. h. das System seiner m ganzzahligen Exponenten (von denen auch ge- 
wisse Null sein können)^ in dieser Reihenfolge zu. Besitzen zwei 
solche Produkte F=- v'v} • • • t?'''" und TF = t;!*t;!* • • • v"^ die Ex- 

1 X m lim 

ponentensysteme (r^) und {s^, so haben ihr Produkt VW und ihr 

Quotient -y^ offenbar die Exponentensysteme (r,. + s^ und ^r^ — $^. Ich 

stelle nun folgende Definition auf: 

Ein Produkt V ^ v}v} - - - v^^ ist von positiver oder 
von negativer Ordnung, je nachdem in seinem Exponenten- 
system (r^, ^j, . . . O ^^ erste von Null verschiedene Expo- 
nent r^ positiv oder negativ ist. 

Hieraus folgt sofort, daß ein Produkt FTT sicher von positiver bzw. 

von negativer Ordnung ist, wenn seine Faktoren F und W beide von 

positiver bzw. beide von negativer Ordnung sind. 
Besitzen femer zwei Produkte: 

F= «>;*.•. f?'j» und TF^v^J»... r^ 

X a tn 1 X m 

die Exponentensysteme (r^) und (s^), so soll die Ordnung von F kleiner 
als die von W heißen, wenn der Quotient -^ von negativer Ordnung 
ist, wenn also in seinem Exponentensystem (^i — ä^, r,— 5,, • • r^— O 
der erste von Null verschiedene Exponent negativ ist. Sind dann drei 
solche Produkte Z7, V und W so geordnet, daß U von höherer Ord- 
nung als F und F von höherer Ordnung als W ist, so ist sicher auch 
die Ordnung von U größer als die von TF, weil unter der gemachten 
Voraussetzung der Quotient 

W W V 
ü ^ V 'V 

als Produkt von zwei Faktoren negativer Ordnung, selbst von negativer 
Ordnung ist 

Hieraus folgt, daß wir beliebig viele solche Produkte F^, F„ . . . 
stets so anordnen können, daß die Ordnung jedes folgenden Gliedes 
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kleiner ist als die jedes Torhergehenden, und so sollen von jetzt ab die 
Glieder einer beliebigen Form stets geordnet werden. Sind nun 

.g. ^("i, • • • O - JJin^'' + ü*rt<-'> + + [7,ijW, 

zwei so geordnete Formen, in denen also U^ und F^ die Glieder 
höchster Ordnung sind, so besitzt in ihrem Produkte: 

(8a) EF^U^ V^rf^)^^) + • • • + CT, F.iy^OgC*) + . . . 

das erste Glied 27^ V^ ebenfalls die höchste Ordnung, denn jeder Quotient 

ist von negativer Ordnung, weil dasselbe für die beiden Faktoren -^ 

und ^ der Fall ist. Hieraus folgt, daß sich dieses Anfangsglied U^ V^ rf^^^^^ 
fär unbestimmte t^i, • • • t?^ nicht fortheben kann, weil keines der folgenden 
Glieder U^Vj^rf^^^'^ dasselbe Exponentensystem besitzt. 

Es mögen nun die beiden Formen -B(t;i, . . . t?^) und jP(t?i, . . . v^) 
bzw. die Teiler (£ und % enthalten. Ich will dann den schon a. S. 313 unten 
angekündigten Beweis führen, daß der Teiler ihres Produktes 

(9) E(y, ...vJF(v,... O -^2 ^' ^"l"'^" 

genau gleich S^ ist. Da jedes Produkt rj^^^^^ durch (£^ teilbar ist, 
so sieht man ohne weiteres, daß aUe in (9) auftretenden Glieder des 
Produktes EF mindestens den Divisor @g enthalten müssen. Zieht 
man dort aber alle Glieder in eines zusammen, für welche die zu- 
gehörigen Produkte UfV^ gleich sind, so könnte die so sich ergebende 
Form sehr wohl für unbestimmte v^ ein Vielfaches von @5 ^ ge- 
meinsamen Teiler aller Koeffizienten enthalten. Zum Beweise des 
Fundamentalsatzes genügt es nun, zu zeigen, daß die Summe auf der 
rechten Seite von (9) für imbestimmte v^,...v^ einen beliebig gegebenen 
Primteiler p genau so oft enthält, als das Divisorenprodukt (£$. 

Es seien nun (£ und ^ bzw. durch p' und p^, also (£$ durch 
p^"^^ genau teilbar. Betrachtet man dann die Formen E und F in 
(8) bzw. modulo p*+^ und p^+^ und läßt in jeder von beiden von 
dem ersten Gliede anfangend alle diejenigen Glieder ü^ rf^\ . . . Fj ^^\ . . . 
fort, deren Koeffizienten durch p*+^ bzw. p^+^ teilbar sind, so ergeben 
sich die beiden Kongruenzen: 

E ^ 0,,W + Ur^.rf^*'-» + • • • (mod p'+^) 
^ ^ F^V, gW + F.+i $(•+») + • . . (mod p/+i). 
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Hier sad abo U^ uai T^ Aejcnigexi ProJaktp, ieroL KocffincBleB 15^ 
imd ;'^' genan dnrck 9* bzir. ^ tnDnr snl md im doa C; od V; 
TOB koherer OrdBoag smd ab aDe fcdgendoi IVodokieL 

Mohipliziat man usb die beidai Kon^rusz^ (10} vad Iwchtel» 
daS aDe Produkte, in deaea an^ nor ein foftplmirrfir Glied tot- 
kounnty oöndesteBS dnrcii ff^-'^^^ teObar änd, 90 eig£fa4 sidi iBoduIo 
y-f-^ die KongnicBE: 

Da aber bier das Anfan g i g li ed V'^»'^ gniaa dindl 9'^'^ teflbar kt^ and 
da ea seh aoBerdem nadi dem aoebcn b e ai t iame n Salze i'^a) aidit g<egen 
em felgeodes Glied fortbeben kam. ao isk gesagt. daB das Fomien- 
prodokt EF Aemn Primleiler p. also aaek jeden aaderat. gama in 
der gkiehea Potenz entMty wie das DiTisofeiq>rodakt S%z a as c r Sata 
ist abo Tolhtindig bewiesen. 

Die fnr die Diriscrcn gegebenen DefinitioBen konaen na <duie 
weiteres aaf die ihnen Reichen Formen fibertngen weiden. %waie]l 
nenne ich eine Form primitir, wean ihr Teikr f^bid Eins ist, sie 
heiBt eine Primform, wenn ihr Teibr ein Primdirisor ist; nnier 
einer ganzen Form rerstdie ich eine solche^ deren Teibr ein ganzer 
Dirisor ist, anch wenn sie ab Funktion der Unbestimmten r^, — r. 
betnehtel nidit ganz sein soDle Eine Form heiBI dnrch eine andere 
teilbar, wenn der Dirisor der ersten ein YidfiidBes des Diriaois dar 
zweiten ist. EndKeh ist jede game Form ^eich dem Produkte einer 
endlirhpn Amahl rem Primfonnen, und dkae Zeriegong ist eine ein- 
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Die Primformen kimnten wir nnn in besonders anfiacher Weise, 
nimlieh ab zweigliedrige F<Hmen darsteUen. Ist nimlidi p eine 
bdielage Primzahl, p on Primteikr ron p, und ir eine zn p g^ 
hörige Primzahl, weldie keinen der andnen Primtabr p' ron p oithilt, 
so ist ja 
ilt p = «jp. sn^p-^ ««. 

Ist ^»eziell y eine fir p regnlizB algebraische Zahl, so konnten wir 
nach dem Satze (12b) a. S. SCQ :r » ff^(>\ abo 

setzen. Endlich lafit sich nadi dem Theoreme (4> a. S. 313 aadi jede 
poaitiTe Primteüerpotens ab zweif^iedrige Form daisteUen, denn aas (1) 
folgt ja: 
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(Ib) r^(pr,n-)^pr+unr. 

Nach dem am Schlüsse des Yorigen Paragraphen bewiesenen allgemeinen 
Satze kann somit jeder ganze Divisor folgendermaßen dargestellt werden: 

(2) 3) -/7p;' =n{p?, <') - n{p? + «*«?) 

(p) 
wo p^ jedesmal die zu dem betreffenden Primteiler p^ gehörige reelle 
Primzahl bedeutet. 

Ich zeigte soeben^ daß sich alle Primteilerpotenzen p'' als die 
größten gemeinsamen Teiler von nur zwei Zahlen des Körpers oder 
auch als zweigliedrige Linearformen darstellen lassen. Man wird da- 
durch zu dem Wunsche veranlaßt, zu untersuchen, ob nicht vielleicht 
alle ganzen und gebrochenen Teiler S) in der einfachen Form: 

(3) a)«(a,iJ) = a + /3tt 

als größte gemeinsame Teiler von nur zwei Zahlen des Körpers oder 
als zweigliedrige Linearformen dargestellt werden können. Dies ist nun 
in der Tat der Fall; die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich so- 
fort aus dem folgenden Fundamentaltheoreme, welches mit voller Deut- 
lichkeit erkennen läßt, daß die algebraischen Primteiler eines Körpers 
K{a) zu den Zahlen dieses Körpers in genau derselben Beziehung 
stehen, wie die reellen Primzahlen zu den rationalen Zahlen des Kör- 
pers K(l): 

Die Primteiler eines Körpers K{a) sind in der Weise un- 
abhängig voneinander, daß man stets eine Zahl dieser Körpers 
finden kann, welche ftir den Bereich von beliebig gewählten 
Primteilern 

(4) p, q, r, . . . g 

beliebig vorgegebene Entwicklungen bis zu Gliedern beliebig 
hoher Ordnung hat, während sie sich für den Bereich aller 
übrigen Primteiler regulär verhält. 
Ich kann diesen wichtigen und höchst allgemeinen Satz leicht auf den 
folgenden speziellen Fall desselben reduzieren, welcher seinerseits wieder 
eine unmittelbare Folge aus dem auf S. 280 Mitte bewiesenen Theoreme ist. 
Es seien Py q, r, . . .s beliebige rationale Primzahlen, und 
M eine beliebig groß gegebene positive Zahl Dann kann man 
stets eine algebraische Zahl T finden, deren n konjugierte 
(4 a) Wurzeln für den Bereich von p modulo p^ beliebig vorge- 
gebene Werte haben, welche femer durch {qr , . .5)^ teilbar 
ist, und sich sonst überall regulär verhält. 
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Dieser Satz ist leicht zu beweisen: Ich zeigte auf S. 280 Mitte, das 
man eine algebraische Zahl Tq finden kann, deren n konjugierte Entwick- 
lungen für den Bereich Ton p bis zu Gliedern beliebig hoher Ordnung 
beliebig vorgegebene Werte haben, welche also der ersten der för T 
aufgesteUten Forderung genügt. Die dort in (2 a) gefundene Zahl 

Terhält sich außerdem an allen nicht zu p gehörigen Stellen regulär, 
da die Zahlen y^*> algebraisch ganz sind, und die rationalen Zahlen u?^ 
höchstens den Nenner p besitzen. Soll diese Zahl nun außerdem durch 
{qr . . . s)^ teilbar werden, so bestimme man, was ja stets möglich ist, 
eine ganze reelle rationale Zahl Pq so, daß 

PoCjr . . . s)^= 1 (undp^) 

ist, daß also das links stehende Produkt für jede der Potenzen 
g^, . . . ^ als Modul kongruent Null, aber modulo p^ kongruent Ein» 
ist. Dann genügt die algebraische Zahl 

(b) T = Po(«r . . . s)^To 

offenbar allen Anforderungen des Satzes (4 a). 

Um nun den allgemeinen Satz (4) zu beweisen nehme ich erstens 
an, die dort angegebenen Primteiler p, q, r, . .. S gehören zu den reellen 
Primzahlen 1>; 9; ^; • • • 5; wobei aber nicht ausgeschlossen sein soll, daß 
auch mehrere yerschiedene Primteiler p^, Ps; . . . zu derselben reellen 
Primzahl p gehören. Zweitens möge für den Bereich aller dieser Prim- 
teiler die Entwicklung höchstens bis zu den Gliedern M^ Ordnung 
Torgeschrieben sein; für diejenigen unter den Primteilem p,(\, . • ., 
für welche die Entwicklung nur bis zu /Gliedern niedrigerer Ordnung 
gegeben sein sollte, mögen die fehlenden Glieder noch beliebig be- 
stimmt werden, und ebenso denke ich mir für die zu den Prim- 
zahlen p, if r, ' ' ' s gehörigen Primteiler, welche nicht unter den 
Divisoren p, q, . . . vorkommen, für welche also keine Entwicklung vor- 
geschrieben ist, irgend eine aber reguläre Entwicklung' bis zu den 
Gliedern M^ Ordnung gegeben. 

Ich wähle nun eine algebraische Zahl T in dem Körper K(a) so 
aus, daß sie erstens für alle zu p gehörigen Primteiler die vorge- 
schriebenen Entwicklungen bis zu den Gliedern M^ Ordnung hat, daß 
sie zweitens durch das Produkt (gr . . . s)^ teilbar wird, und daß sie 
drittens für den Bereich aller übrigen Primteiler regulär ist, dies ist 
nach dem Hilfissatze (4 a) stets möglich. Ebenso möge K eine Zahl 
sein, welche zu der zweiten reellen Primzahl q und dem Produkt 
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(pr . . . s)^ die gleiche Beziehnng Hat, usw. und die algebraische Zahl Z 
soll entsprechend der letzten Primzahl s zugeordnet sein. 

Dann erkennt man ohne weiteres, daß die aus ihnen zusammen- 
gesetzte Zahl: 

(6) ^«T + K + ... + Z 

allen Anforderungen unseres Satzes genügt; ist nämlich p irgend einer 
der Primteiler unserer Reihe, so ist ja 

ß = J (mod p^ 

und T besitzt die für den Bereich von p Torgeschriebene Entwicklung 
bis zu den Gliedern M^ Ordnung. 

Im nächsten Abschnitte werde ich einige wichtige Anwendungen 
dieses Satzes geben. Hier will ich ihn nur benutzen, um mit seiner 
Hilfe die am AnÜEUig dieses Paragraphen aufgestellte Behauptung und 
zwar in der folgenden wesentlich schärferen Form zu beweisen: 

Jeder ganze oder gebrochene Diyisor S) des Körpers K{a) 
ist stets in der Form: 
(7) 3)==(Ay)-.^ + uy, 

d. h. als größter gemeinsamer Teiler Ton nur zwei algebraischen 
durch 2) teilbaren Zahlen darstellbar, und zwar kann die 
eine von ihnen unter den Vielfachen von 2) ganz beliebig aus- 
gewählt werden. 

In der Tat ist 

(8) /5-35® 

eine beliebige durch 2) teilbare Zahl, also ® ein ganzer Diyisor, so 
braucht ja 

(8a) y - 35§ 

unter den Vielfachen von 2) nur so ausgewählt zu werden, daß der 
ganze Divisor ^ zu ® teilerfremd ist; denn dann ist ja 

(8b) (Ay)-®(®,$)-a). 

Dieser Forderung kann aber nach dem soeben bewiesenen Satze stets 
genügt werden. Ist nämlich p irgend ein Primteiler des ganzen 
Divisors ®, welcher in 2) und & bzw. d und g Male enthalten ist, so 
ist die algebraische Zahl y nur so zu wählen, daß sie genau durch p'* 
teilbar ist. Da nun der ganze Divisor & nur eine endliche Anzahl von 
Primteilem enthält, so ergeben sich f&r die zu bestimmende Zahl y 
auch nur eine endliche AtitaViI yon solchen Bedingungen, denen nach 
dem erwähnten Satze stets genügt werden kann; unsere Behauptung ist 
also vollständig bewiesen. 
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§ 5. üntersuchimg der Zahlen eines Ideales for einen Divisor dieses 
Ideales als Modul. Der Fermatsche Satz for ganze Divisoren. 

Ich benutze jetzt den im yorigen Pari^aphen bewiesenen Satz von 
der Unabhängigkeit der Primteiler eines Körpers, um die Mnltipla eines 
ganzen oder gebrochenen Divisors 2) oder die Zahlen eines Ideales 3(2)) 
genauer auf ihre Teilbarkeit zu untersuchen. Die hier gefundenen Resul- 
tate sollen dann speziell auf die Vielfachen des Divisors S = 1, d. h. 
auf den Bereich der ganzen algebraischen Zahlen angewendet werden. 

Es sei also S) irgend ein Divisor des Körpers K{(x) und 

(1) a» = S)® 

ein beliebiges Multiplum von ^, so daß @ ein ganzer Divisor ist; dann 
kann und soll 2R als ein Divisor des zu ^ gehörigen Ideales 
3(2)) bezeichnet werden. Ich wiU nun die Zahlen des Bereiches 3(2)) 
auf ihre Teilbarkeit durch 97! untersuchen und insbesondere ein voll- 
ständiges Bestsystem für die Multipla von 2) modulo ÜJI bestimmen. 
Es sei nun p irgend ein Primteiler von der Ordnung e und vom Grade f\ 
p sei die zugehörige reelle Primzahl, und es mögen p"^ und p*" die in 
2) und 3R enthaltenen Potenzen von p sein. Da ÜR ein Vielfaches von 
2) ist, so muß m^d sein. 

Jede durch 2), also auch durch p'^ teilbare Zahl von K(a) ist dann 
filr den Bereich von p gleich: 

(2) Ä,n-+A,^,^*^+..., 

WO n eine zu p gehörige Primzahl ist^ und jeder der Koe^ienten 

(2a) Ä^^ «0+ ö^i^H 1- ^/^iV^" 

eine modulo p reduzierte ganze Zahl des zu p gehörigen Koeffizienten- 
körpers bedeutet. Jeder dieser Koeffizienten kann also l>^=w(p) ver- 
schiedene Werte annehmen. Umgekehrt kann man nach dem im vorigen 
Paragraphen bewiesenen Satze auch stets eine durch 2) teilbare alge- 
braische Zahl des Körpers finden^ welche bis zu Gliedern einer beliebig 
vorgeschriebenen Ordnung eine beliebig angenommene Entwicklung (2) 
für den Bereich von p besitzt. 

Jede Zahl des Bereiches 3(2)) ist nun modulo p^ betrachtet einer 
und nur einer der j/ (*"-<*) Zahlen: 

(3) Ä,^+Ä,^,:f^^+... + Ä„_,n'^-^ 

kongruent, welche man erhält, wenn man jedem der m Koeffizienten 
Ä^, Ä^^i, . . . Ä^_i unabhängig von den übrigen seine p^ modulo p 
inkongruenten Werte beilegt, und man kann auch stets j/(»»-*') Zahlen 
des Bereiches 3(2)) finden, welche modulo p™ betrachtet gerade diesen 
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Zahlen kongruent sind; diese Zahlen bilden dann also ein Tollständiges 
Restsystem für die Zahlen von 3(3)) in Beziehung auf den Divisor p"^, 
und ihre Anzahl S(())'") ist durch die Gleichung 

(4) «(p".)_y(-.--)-„(^) 

bestimmt 

Es seien nun f)^, p^, • • • Pr ^Ue Primteiler ^ welche mindestens in 
einem der beiden Divisoren 2) und fßl wirklich vorkommen; Pi, p%, - - 'Pr 
die zu ihnen gehörigen reellen Primzahlen^ und es mögen: 

(5) ® - p>j* . . . p'/, a» - p'^p'^ . . . pi"- 

die Zerlegungen von 2) und 3Jt sein. Dann ist allgemein die Anzahl 
aller modulo p^^ inkongruenten Zahlen des Bereiches 3(^) gleich 



-(?> 



und man kann nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen 

Satze (4) a. S. 317 stets ^ine durch 2) teilbare Zahl finden, welche für 

jede der r Primzahlpotenzen p^* als Modul einer der nl -~ | Zahlen 

des vollständigen Restsystemes modulo p^* kongruent ist. Die so sich 
ergebenden Zahlen des Bereiches 3(S); deren Anzahl offenbar gleich 
% (p7*) • • • ^ (p^'^) IS*; bilden dann ein vollständiges Restsystem für die 
Multipla von ® modulo 3JI, denn sie sind erstens alle durch S) teilbar^ 
zweitens sind sie modulo Tt inkongruent, da ja je zwei unter ihnen 
mindestens für einen Divisor p^* als Modul verschiedene Entwicklungen 
haben, xmd drittens ist jede durch S) teilbare Zahl ß einer Zahl dieses 
Systemes modulo 3Jl kongruent, denn es gibt xmter jenen Zahlen eine 
einzige, welche zu ß für jede der r Primzahlpotenzen p^^ also auch 
für ihr Produkt 3R kongruent ist Nach (4) ist also diese Anzahl der 
modulo 3Jt inkongruenten Multipla von S) gleich: 



(6) 



«(c) • ■ • a(e) - "(l^f ~v) - » (D - "» 



Die Norm braucht hier nur über alle Primteiler des ganzen Divisors ®, 
d. h. über diejenigen erstreckt zu werden, welche öfter in äJ} als in S) 

enthalten sind. Diese Anzahl ist somit allein von dem Quotienten ^ 
abhängig, bleibt also ungeändert, wenn ftJt und ^ beide mit demselben 
Divisor multipliziert werden. Dieses letzte Resultat kann auch leicht 

Ueniel, Theorie der algebraiichen Zahlen. L 21 
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direkt yerifiziert werden, was dem Leser überlassen bleiben möge. Es 

ergibt sich also jetzt der Satz: 

Ist S) ein beliebiger ganzer oder gebrochener Divisor von 
K{a) und SK = S)@ irgend ein Vielfaches von S), ist also 
3J{ ein Divisor des zu S) gehörigen Ideales 3(3)), so ist die 

(7) Anzahl aller modulo äJ} inkongruenten Multipla von S) stets 

gleich der Norm des Quotienten ^ = ®. 

Ist speziell S) = 1, ist also der Bereich der Multipla von 2) das 
Gebiet der ganzen algebraischen Zahlen, so muß ÜJI » @2) = ® irgend 
ein ganzer Divisor sein. Dann ergibt sich also die Folgerung: 

Ist SUSI irgend ein ganzer Divisor von -K'(a), so ist die 
(7 a) Anzahl aller modulo W inkongruenten ganzen algebraischen 
Zahlen gleich der Norm dieses Divisors. 
Es sei wieder S) ein beliebiger Divisor, und 

(8) 2» = S)® 

irgend ein anderer Divisor, welcher ein Vielfaches von 2) ist, also ein 
Divisor des Ideals 3(2)). Jede algebraische Zahl 
(8a) ß = 2)», 

welche dem Ideale 3(2)) angehört, hat jdann mit ÜJI den gemeinsamen 
Teiler 2), weil: 

(8b) (2R, /3) =- 2)(®, 83) 

ist, und @ und 93 ganze Divisoren sind. Dann und nur dann ist 2) 
der größte gemeinsame Teiler von Wl und ^, wenn 93 zu ® teiler- 
fremd ist, wenn also ß jeden in & enthaltenen Primteiler genau so oft 
enthält als er in 2) vorkommt. 

Ich stelle mir jetzt die Aufgabe, ein vollständiges System aller 
modulo ÜJI inkongruenten Zahlen des Bereiches 3(2)) zu bestimmen, 
welche mit ÜJI den größten gemeinsamen Teiler 2) besitzen. Ein solches 
System finde ich nach der soeben gemachten Bemerkung, wenn ich 
aus dem vollständigen Restsysteme modulo 9ß alle diejenigen Zahlen 
fortlasse, welche auch nur einen der in & enthaltenen Primfaktoren 
öfter enthalten als er in 2) vorkommt 

Es sei nun ß eine der n{%) modulo 9J2 inkongruenten Multipla 
von 2). Ist dann wieder p einer der in & enthaltenen Primteiler, 
welcher d Male in 2) und m Male in ÜJI enthalten ist, so besteht 
modulo p"* eine Kongruenz von der Form: 

(9) ß^A,^+A,^^^^^+^^^ + A^_^n^-^ (modr), 

und ß ist dann und nur dann genau durch p'' teilbar, wenn ^^ ^ 
ist, während alle folgenden Koeffizienten ganz beliebig angenommen 
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werden können. Von den j/ (*»-<*) modnlo p"* inkongruenten Zahlen (9) 
sind somit alle und nur die pfi^-^-^) Zahlen: 

fortzulassen, in denen J.^ «= ist, tmd es bleiben: 

(10) p,<-.(i-i)_»(£)(,--L) 

modulo p"* inkongruente Zahlen übrig, welche genau durch p** teil- 
bar sind. 

Aus der ganzen Reihe der n(&) modulo 9W inkongruenten Viel- 
fachen Ton ß sind also nur diejenigen beizubehalten, deren Entwick- 
lungen filr den Bereich aller in ® = ^ enthaltenen Primteiler p mit 
der niedrigsten Potenz n"^ der zugehörigen Primzahl beginnen. Es 
bleiben dann alle und nur die Zahlen übrig, welche für jede der 
Diyisorenpotenzen p^ als Modul je einer beliebigen unter den vorher 
charakterisierten Entwicklungen kongruent sind. Also ist die Gesamt- 
anzahl 9>(SDl, D) aller Vielfachen Ton 2), welche mit ÜR den größten 
gemeinsamen Teiler 2) haben, durch die folgende Gleichung bestimmt: 

(u) Ka»,») -n»(f )(' -4) -»(i) • no -4)- 

SOI 
wo sich das Produkt auf alle yerschiedenen Primteiler von -^ '^& ^^ 

zieht. Auch hier ist diese Anzahl allein Ton dem Quotienten „: = & 
abhängig. 

Der wichtigste spezielle Fall ist wieder der, daß 2) » 1, daß also 
SR — @ ein beliebiger ganzer Divisor ist. Alsdann gibt g>{®, 1) =» 9>(®) 
die Anzahl aller modulo @ inkongruenten ganzen algebraischen Zahlen, 
welche zu dem ganzen Divisor @ teilerfremd sind. Diese Anzahl ist 
mithin die genaue Verallgemeinerung der Eulerschen arithmetischen 
Funktion g>{ni). Wir erhalten also den Satz: 

Die Anzahl aller modulo @ inkongruenten und zu @ teiler- 
fremden ganzen Zahlen des Körpers K(a) ist gleich 

(IIa) 9>(ß)-'n{®)lJ{l^-^^^, 

wenn @ ein beliebiger ganzer pivisor ist. 
Dieser Satz ergibt eine einfache Verallgemeinerung der Darstellung 
der arithmetischen Funktion 

21* 
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wenn g eine ganze rationale Zahl ist, und sie besitzt genau dieselben 
Eigenschaften wie jene. Ist speziell ® =* ))^ die Potenz eines einzigen 
PrimteilerS; so ist 

(12) 9'(P') = «(P)'-n(p)'-'- 

Ist femer ® =- 9 • 93 das Produkt von zwei teilerfremden ganzen Divi- 
soren , so folgt ebenfsdls aus der allgemeinen Darstellung (IIa) von 
tp{®\ daß stets: 
(12a) 9>(«a3) = 9>(a)g)(a5) 

ist Eine unmittelbare Eonsequenz dieser beiden Sätze ist das folgende 
allgemeine Theorem: 

Ist @ ein beliebiger ganzer Divisor, so besteht immer die 
Gleichung: 

(13) 2^{'S>)^n{®), 

wenn S) alle ganzen Divisoren von % durchlauft 
Ist nämlich zimächst ® » p^' eine Primdivisorpotenz, so ist die obige 
Gleichung richtig, denn aus (12) folgt ja: 

(14) P-2'9'(®)-2'''('^ = ^+2'(*»('^^-"('^"'^)-<P')' 

w. z. b. w. 

Um denselben Satz für einen beliebigen zusammengesetzten Divisor: 

(15) @ - pi'q* . . . r* 
zu beweisen, bilde ich das folgende Produkt: 

^ ^ (g>(l) + g>(r) + --- + g)(t*)). 

Die Faktoren P, ^, . . . JR der rechten Seite sind nach (14) bzw. gleich 
n(p<'), w(q*), . . . n(r*), der Wert ihres Produktes ist ako gleich n(®). 
Multipliziert man dagegen die rechte Seite aus und beachtet, dafi dann 
jedes der Produkte: 

9^(P^') 9(q*") • • • 9>(t*«) j Ä^, -= 0,1 , • • . Ä 

nach dem Satze (12a) in der Form \k^^o,i,--k^ 

y(pi^oq*o. ..x*i») = g?(3)) 
geschrieben werden kann, wenn 2) alle Teiler von ® durchläuft, so ist 
jenes Produkt auch gleich ^y(^). Damit ist die Richtigkeit der 

Gleichung (13) bewiesen. 
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Zum Abschluß dieser Untersuchungen beweise ich noch den sog. 
Fer matschen Satz fttr die ganzen Zahlen von K{pL) in bezug auf einen 
beliebigen ganzen Divisor ®, Es sei 

(^') ßif ßi9 '" ßvW 

ein vollständiges Restsystem in bezug auf den Divisor ©, und ß eine 

beliebige aber zu ® teilerfiremde ganze 2iahL Dann leuchtet ein, daß 

die q>(ß) Produkte: 

(17a) ßß,, ßß,,,..ßß^^^^ 

samtlich modulo ® inkongruent sind, und femer, daß dieselben wieder 
relative Primzahlen zu & sind; es wird daher jedes dieser Produkte 
einem und nur einem Gliede der Reihe (17) kongruent sein. Das Pro- 
dukt aller Zahlen (17 a) ist also dem der Zahlen (17) modulo & kon- 
gruent, d. h. es ist: 

/»***' (ßi--- ß^w) ^(ßf- /J,(«)) (mod ®), 
und da das links und rechts stehende Produkt zu & teilerfremd ist, so 
ergibt sich die Kongruenz: 

(18) /3^^®) = 1 (mod®), 

welche den verallgemeinerten Fermatschen Satz im Gebiete der ganzen 
algebndschen Zahlen ausspricht 
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Die Darstellnng der algebraischen Zahlen ihrer Größe nach 
nnd für den Bereich einer Primzahl. 



§ 1. üntersncliniig der p-adisclieii algebraischen ZaUen eines Korpers 
in bezng auf ilire Größe. 

Im § 5 des zweiten Kapitels zeigte ich bereits , daß man jede 
rationale Zahl B so in eine konvergente nach ganzen Potenzen Ton jp 
fortschreitende Reihe: 

mit gewöhnlichen rationalen Zahlkoeffizienten entwickeln kann^ daß 
sie sowohl ihrer Größe nach^ als auch für den Bereich von p gegen 
den Grenzwert B konvergiert, daß sich also ihre Näherungswerte 

£(*) » &o + 6il> + • •• + hff" (k^o.i,.,.) 

mit wachsendem k der Größe nach und für den Bereich von p um 
beliebig wenig von B unterscheiden. Dann ergab sich a. S. 46 , daß 
eine beliebige rationale Gleichung: 

mit rationalen Zahlkoeffizienten dann und nur dann durch die 
p-adischen Entwicklungen der rationalen Zahlen 

ihrer Größe nach mit jeder vorgegebenen Genauigkeit erfüllt wird, 
wenn sie für den Bereich von p besteht und umgekehrt. 

Ebenso zeigte ich im § 8 des vierten Kapitels, daß auch die 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung f(x) ^0 sowohl ihrer Größe 
nach, als auch für den Bereich von p durch rationale p-adische 
Zahlen dargestellt werden können, aber nur unter der Voraussetzung, 
daß diese Gleichung wenigstens eine rationale p-adische Wurzel 
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besitzt. Als Beispiel betrachtete ich a. S. 91 (4) die Ereisteilungs- 
gleichung des (p — 1)**'' Grrades: 

welche ja für den Bereich vod p genau p — l rationale p-adische 
Wurzeln 

1, (O, «0*, • • • «oP~* 

besitzt, und zeigte, daß sie alle stets so in konvergente p-adische 
Reihen entwickelt werden können, daß jede zwischen ihnen der Größe 
nach bestehende rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten auch 
für den Bereich Ton p erfüllt ist, und umgekehrt. 

Ich will nun den schon am Schlüsse des vierten Kapitels in Aus- 
sicht gestellten Fimdamentalsatz beweisen, daß man überhaupt alle 
algebraischen Zahlen für den Bereich einer beliebigen Primzahl p so 
in konvergente p-adische Reihen entwickeln kann, daß jede zwischen 
ihnen der Größe nach bestehende rationale Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten auch für den Bereich von p erfüllt ist und umgekehrt. 
Ich weise dies zuerst für die algebraischen Zahlen eines und desselben 
Körpers nach. 

Es sei K(cc) ein beliebiger durch eine algebraische Zahl a kon- 
stituierter Körper «*" Ordnung, und 

(1) F(x) = a:» + 6iic""^ + • • • + 6n= 

die ihn definierende Grundgleichung. Ist dann p eine beliebige reelle 
Primzahl, p einer ihrer Primteiler innerhalb K(a)j dessen Ordnung 
gleich e und dessen Grad gleich f ist, und bedeutet femer 

(2) 1, f, . . . €^-\ jt, ns,... %Bf-\ . . . 3r*-S 31*-^«, . . . «*- V-^ 

ein Fundamentalsystem jenes Körpers für den Bereich von p, so ist 
jede Zahl von K{a)^ speziell also auch die Grundzahl a selbst für 
den Bereich von p auf eine einzige Art in der Form: 

(3) a-^^c,,^:^ (p) 

darstellbar, wo die c^^ fSr den Bereich von p eindeutig bestimmte 
rationale p-adische Zahlen bedeuten. 

Ich bezeichne nun durch denselben Buchstaben a der Ghröße nach 
eine beliebige aber ein für alle Male fest bestimmte unter den n reellen 
oder komplexen Wurzeln derselben Grundgleichung (1) und will nun 
die ef p-adischen Reihen c^j^ so bestimmen, daß sie auch der Größe 
nach unbedingt konvergieren, und daß: 
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(4) «-2" 2 ''"*'"* 

ist. Dieser Forderung kann stets und zwar auf mannigfache aber nur 
formal yerschiedene Weisen genügt werden, denn ich hatte ja a. S. 44 Mitte 
gezeigt, daß man die Koeffizienten einer |>-adischen Reihe als kom- 
plexe Zahlen mit rationalen modulo p ganzen Koeffizienten stets so 
bestimmen kann, daß diese Eleihe ihrer Größe nach gegen eine beliebig 
gegebene reeUe oder komplexe Zahl, und für den Bereich von p 
gegen eine willkürlich angenommene ^-adische Zahl konvergiert 

Am einfachsten können wir hier unser Ziel erreichen, wenn wir 
über die c/* Koeffizienten c^o, Cqj, C10, . . . c^_^^^_^ so verfttgen, daß der 
erste c^ der Größe nach gleich der Gleichungswurzel a wird, wahrend 
die ef—l übrigen ihrer Größe nach alle gegen Null konyergieren. 
Für den Bereich von p dagegen sollen die ef Zahlen c^^ die durch die 
Gleichung (3) eindeutig bestimmten Werte haben. Sind die Koeffi- 
zienten Cf^ in dieser Weise bestimmt, so ist sowohl der Ghröße nach, als 
auch für den Bereich Ton|> 



(5) ^2'"»«'»* 



wenn a eine beliebige unter den n Wurzeln bedeutet, welche die Ghiind- 
gleichung der Größe nach bzw. fQr den Bereich von p besitzt. Die so 
bestimmte Reihe soll die|>-adische Darstellung der algebraischen 
Zahl a genannt werden. Es ist klar, daß die Größenbestimmung für 
die e/* Koeffizienten c^^ mannigfach yariiert werden kann; jedesmal aber 
erhält man eine p-adische Darstellung der Zahl a, welche . sowohl der 
Gh*öBe nach als auch für den Bereich Ton p mit der soeben angegebenen 
übereinstimmt. 

Substituiert man nun in (5) für die Koeffizienten c^^ die p-adischen 
Reihen und ordnet dann die Reihe nach Potenzen von p und von n, 
so ergibt sich fOr a eine Darstellung: 

(5a) « "^ 2 -^*»(^' **) ^^' 

in welcher die Koeffizienten^ ^;^,(£, i) modulo p ganze Zahlen des 
Koeffizientenkörpers K{e) mit reellen oder komplexen Koeffizienten 
sind. So ergibt sich also zunächst eine sowohl der Größe nach als 
aucb für den Bereich von p unbedingt konvergente Reihe, welcke nach 

ganzen Potenzen der Primzahl p und der algebraischen Zahl xrKfp^ 
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fortschreitet. Es ist nun leicht aus dieser Reihe für a eine andere her- 
zuleiten^ welche nach ganzen Potenzen Ton yt allein fortschreitet. 
Genügt nämlich zunächst tc einer reinen Gleichung e^^ Grades 

(6) ^-pC,(s)^0, 

in welcher C^(6) eine gewöhnliche ganze Zahl von K(b), aber eine Ein- 
heit modulo p ist, so folgt ja aus ihr 

(6») ^ = (^ (1 = 0.1,2,...). 

und die Substitution dieser Werte in (5) liefert eine nach steigenden 
Potenzen Ton n allein geordnete Reihe: 

(6b) a^6,nr + €^^^n''^^+'" 

für a, in welcher die Koeffizienten e^ nun gewöhnliche modulo p ganze 
Zahlen des Körpers K{€yi) bedeuten, und welche ebenfalls sowohl der 
Größe nach als auch für den Bereich von p gegen die vorher ge- 
wählten Wurzeln a der Grundgleichung konvergiert. 

Genau dasselbe einfache Resultat ergibt sich auch in dem Falle, 
daß die Zahl ;r als e^ Wurzel aus p durch eine allgemeinere Eisen- 
steinsche Gleichung: 

(6c) 3t'-p(Ci(£)«'-^ + (7,(f)^-H--- + C,(£))-^-i)g)(5,3t) 

definiert ist, in welcher jetzt also q)(s,7C) eine ganze rationale Funktion 
von s und tc mit gewöhnlichen ganzzahligen Koeffizienten bedeutet. 
Dies tritt nach dem a. S. 208 bewiesenen Satze nur in dem Aus- 
nahmefall ein, daß e durch p teilbar ist. Hier ergibt sich durch Auf- 
lösung nach p 

(6d) i>--^, 

oder wenn 0(€,n) den zu g>{6,x) komplementären Faktor bedeutet, 
für welchen ^(f, yc) ^(s, n) -= n(g>(5, %)) — m ist, 

(6e) p^ —- , 

^o -^^^ eine ganze Funktion von a und % mit gewöhnlichen ratio- 
nalen aber modulo p ganzen Faktoren bedeutet, weil ja q)(s,x) eine 
algebraische, also m=' n{q)(6,7t)) eine rationale Einheit modulo p be- 
deutet. Substituiert man nun diesen Wert von p in (5 a) und ordnet 
wieder nach Potenzen von n, so erhält man auch hier für a die obige 
Darstellung (6 b). 

Ebenso läßt sich jede andere Zahl /3«-i^(a) des Körpers K{a) 
in eine nach steigenden ganzen Potenzen von n fortschreitende Reihe 
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entwickeln, deren Koeffizienten modulo p ganze Zahlen des Körpers 
K{ey i) sind; und welche sowohl der Ghröße nach, als auch ftlr den 
Bereich von p gegen ^(a) konvergiert In der Tat kann man ja ß 
stets in der Form: 

mit gewohnlichen rationalen Zahlkoe^ienten dargestellt voraussetzen, 
und die Substitution der Reihe (6 b) für a liefert sofort die gesuchte 
Reihe für ß. 

Ist also a == 6^^ + «r+i^'^"*'* + • * * ^^® p-adische Dar- 
stellung einer Wurzel der Grundgleichung f(x) » 0, so können 
alle Zahlen ß des Körpers K(a) in konvergente algebraische 
Potenzreihen 

so entwickelt werden, daß sie diese Zahlen sowohl der Größe 
nach als auch für den Bereich von p darstellen. 

Aus dem soeben bewiesenen 9atze ziehe ich nun eine wichtige 
Folgerung: Es seien: 

(7) ß-gi«), y-Ä(a), ...d-i(«) 

irgendwelche rationale Funktionen von a mit gewöhnlichen rationalen 
ZahlkoefBzienten, d. h. also beliebige algebraische Zahlen des durch a 
konstituierten Körpers K(a). Dann besteht zunächst der Satz: 
Jede rationale Gleichung: 

(8) 9(ß,r.--s)-'0 

mit rationalen Zahlkoeffizienten zwischen beliebig vielen Zahlen 
des Körpers K{a) bleibt richtig, wenn man sie als Gleichung 
für den Bereich von p auffaßt, und umgekehrt folgt aus dem 
Bestehen einer solchen Gleichung: 

(8a) ,)(/}, y, ...*)- (p) 

für den Bereich von p, daß dieselbe Gleichung auch ihrer 

Größe nach erfüllt ist. 
Besteht nämlich die Gleichung (8) ihrer Größe nach, und sub- 
stituiert man in ihr für die Zahlen ß, y, . . . d ihre Ausdrücke (7) 
durch ttj so geht ihre linke Seite in eine rationale Funktion von a 
mit gewöhnlichen rationalen Zahlkoeffizienten über, welche in ihrer 
reduzierten Form durch 0(a) bezeichnet werden möge. Wegen der 
Irreduktibiliittt der Grundgleichung (1) für a im Bereiche der rationalen 
Siahlen kann nun die Gleichung 0(a) » nur dann bestehen, wenn 
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die Funktion 0(x) durch F(x) teilbar ist, wenn abo für ein variables 
X eine Identität besteht: 

(9) Oix)^F(x)Gix), 

in der G{x) eine rationale Funktion von x mit rationalen Zahlkoeffizienten 
bedeutet, deren Nenner durch F{x) nicht teilbar ist. Diese Identität 
zwischen den drei Funktionen bleibt nun auch für den Bereich Ton p 
richtig; wie aus dem a. S. 46 unten bewiesenen Satze unmittelbar folgt; 
denn jene Gleichung besteht nur dann, wenn die rationalen Zahl- 
koeffizienten der entsprechenden Potenzen von x links und rechts ein- 
ander gleich werden. Ersetzt man nun in der aus (9) folgenden Gleichung 
für den Bereich von p 

(9a) 0(x)^F{x)G(x) (p) 

wieder x durch die p-adische B.eihe cc in (6 b), so geht sie in eine 
Gleichung für den Bereich des zu a gehörig^ Primteilers p über; 
beachtet man femer, daß F{a) f&r den Bereich von p gleich Null ist, 
so ergibt sich auch für den Bereich dieses Primdivisors: 
(9b) 0{a) = g>(g{a), h{a), • • • *(«)) - q>{ß, y, • • • d) - (p), 
und damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen. 

Besteht nun umgekehrt für die Zahlen ß, y, . . . d eine rationale 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten für den Bereich von p 
<|p(/3, y, . . . *) - (piffia), Ha), • • • *(«)) - 0{a) « (p), 

so haben die beiden rationalen Gleichungen mit rationalen Zahl- 
koeffizienten: 

*(«)=. 0, F{x)~0 (p) 

eine gemeinsame Wurzel o; » cc, d. h. jene beiden Funktionen 0(pc) 
und F{x) besitzen für den Bereich von p einen größten gemeinsamen 
Teiler, welcher, da er durch das Euklidische Verfahren, d. h. auf ratio- 
nalem Wege aus F{x) und 0{x) gefunden wird, ebenfalls rationale 
21ahlkoeffizienten besitzt. Nun kann aber F{x) auch für den Bereich 
von p nicht in Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffi- 
zienten zerfallen, da aus einer solchen Zerlegungsgleichung für den 
Bereich von p: 

F{x)--f{x)g{x) (p) 

nach dem soeben erwähnten Satze dieselbe Zerlegung der Größe 
nach folgen müßte, was mit der Voraussetzung der ünzerlegbarkeit 
von F{x) im Widerspruch stehen würde. Also muß 0{x) für den 
Bereich von p durch F{x) teilbar sein, und die Gleichung 

(10) 9{x)-.F{x)Q{x) (p), 

in welcher F{x) ebenfalls rationale Koeffizienten besitzt, bleibt wieder 
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richtige wenn man sie nicht für den Bereich Ton p^ sondern ihrer 

Gb-öße nach betrachtet. Ersetzt man nun in der so sich ergebenden 

Gleichung: 

(10a) 0(x)^F(x)G(x) 

wieder x durch cc, so ergibt sich, daß auch der Größe nach: 
*(«) - 90(a), Ä(a), . . . k{a)) « (p(/3, y, ...*)- 
ist^ und damit ist unser Theorem YoUständig bewiesen. 

Eine rationale ganzzahlige Gleichung für die Zahlen ßuY\f * > -it 
eines Körpers n*^ Ordnung K{a^ 

(11) (p(ft, y„ . . . *0 = (p07(a,), Ä(a,), • • • *(«,)) =- 9{a,) =- 
besteht nach dem soeben bewiesenen Satze dann und nur dann der 
Größe nachy oder für den Bereich von p, wenn die rationale Funktion 
9{x) durch die irreduktible Funktion F{x) teilbar ist, welche die 
linke Seite der Grundgleichung (1) bildet. Substituieren wir nun in 
die hiemach bestehende Gleichung: 

9{x)^F{x)0{x) 
eine der n Wurzeln^ welche diese Grundgleichung der Größe nach hat^ 
oder eine der n Wurzeln, welche sie für den Bereich von p besitzt, 
so wird die rechte also auch die linke Seite von (11) gleich NulL 
Durch die Substitution einer solchen Wurzel werden aber die Zahlen 

ßi - </(«i), y< = *(«<). •••*!=- *(«f) 
die zu ßij Yu ' ' ' 8i konjugierten Zahlen des zu K{a^ konjugierten 
Körpers K{a^, EUemach ergibt sich aus der Gleichung (11) der 
folgende wichtige Satz: 

Jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
9(/3i,yi,--*i)-0 (J) (oder q>{ßuru' - h) -^)y 

welche für den Bereich von p (oder der Größe nach) zwischen 
algebraischen Zahlen des Körpers K(a^ besteht, bleibt richtig, 
wenn man diese Gleichung ihrer Größe nach (f&r den Bereich 
von p) betrachtet, und sie bleibt ferner richtig, wenn man die 
algebraischen Zahlen durch ihre n konjugierten ersetzt. 

§ 2. Die Oaloisschen Körper, üntersnchung der Zahlen eines Oaloisschen 
Körpers nach ihrer Oröße und für den Bereich einer Primzahl p. 

Aus dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze leite ich nun 
ein sehr merkwürdiges Theorem her, welches ich aber zunächst nur 
für den wichtigsten Fall aufstellen und beweisen will, daß die durch 
die n Wurzeln a » c^, o,, . . . a^ der irreduktiblen Grundgleichung: 
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(1) F{x)~(x-a,)ix-a,)...(x-a,)-0 

definierten konjugierten Körper 
(la) KM,K(a,),...K{a„) 

untereinander identiscli sind. In diesem Falle, auf den der allgemeinste 
leicht zurückgeführt werden wird, nenne ich den durch jede der n 
Wurzeln konstituierten Körper einen Galoisschen Körper. In 
einem solchen Bereiche herrschen sehr yiel einfachere algebraische und 
arithmetische Gesetze, und der große Fortschritt, den die höhere Algebra 
sowohl als die höhere Arithmetik dem genialen der Wissenschaft leider 
viel zu früh, im Alter von kaum 20 Jahren, entrissenen Mathematiker 
Ey aristo Galois (gest. 1832) verdankt, beruht im wesentlichen darauf, 
daß er gelehrt hat, die Untersuchung der allgemeinsten Körper auf die 
Betrachtung dieser Galoisschen Körper zurückzuführen. Im folgenden 
wird deshalb auch die Theorie des (Galoisschen Körpers an die Spitze 
der eingehenderen arithmetischen Untersuchung gestellt werden, und 
daher sollen schon hier die wichtigsten algebraischen und arithmetischen 
Eigenschaften dieser Körper kurz erörtert werden. 

Soll eine Wurzel a^ der irreduktiblen Gleichung (1) einen Galois- 
schen Körper definieren, so müssen alle tt — 1 konjugierten Wurzeln 
o,, «3, . . . ci:„ dem Körper K(a^) angehören, also rationale ganzzahlige 
Funktionen von cc^ sein. Diese notwendige Bedingung ist nim auch 
hinreichend, damit K(a^) ein Gkdoisscher Körper ist. Ist nämlich z. B. 
a^ eine rationale ganzzahlige Funktion von o^, so gilt dasselbe von 
jeder Zahl ^(a,) des Körpers K{a^y und da beide Körper vom n*~ 
Grade sind, so sind sie identisch. Da somit auch a^ zu K{a^ gehört, 
so ist dann auch a^ durch u^ rational und ganzzahlig ausdrückbar. 

Eine irreduktible Gleichung, deren samtliche Wurzeln 
durch eine beliebige unter ihnen rational und ganzzahlig aus- 
drückbar sind, soll eine Galoissche Gleichung genannt 
werden. 

Hiemach ist also K{a^ dann und nur dann ein Galoisscher Körper, 
wenn die ihn definierende Gleichung (1) eine Galoissche Gleichung ist. 
Ist ferner ß^ irgend eine primitive Zahl von K{a^^ so ist K{ß^ = ^(«i) 
auch ein Galoisscher Körper, also muß auch die ß^ definierende Glei- 
chung eine Galoissche Gleichung sein. 

Ein Körper K{a^ ist also dann und nur dann ein Galois- 
scher Körper, wenn jede ihrer primitiven Zahlen einer Galois- 
schen Gleichung genügt. 

Ein Galoisscher Körper wird z. B. durch die irreduktible Gleichung 
des q>{p—iy^ Grades 
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g{x) ^ (x— öj) (a; — ©2) . . . (a; — ©<*')) =• 
definiert, welcher, wie in (4) a. S. 84 angegeben wurde, die <y = 9?(j)— 1) 
primitiven (p — 1)**** Wurzeln der Einheit genügen; ist nämlich irgend 
eine unter ihnen, so bestehen ja die 9? (p — 1) Gleichungen: 

©4 = 5*' (Ä=i, 2, -.tf) 

wo k' die Reihe der qp(p— 1) zu p — 1 teilerfremden Zahlen durchläuft. 
Ich will nun weiter einen durch eine irreduktible Gleichung n**^ 
Grades 

F(x) « 

definierten Körper K(a^) einen Galoisschen Körper für den Bereich 
der Primzahl j> nennen, wenn seine konjugierten K(cc^), . . . K(a^ für 
den Bereich von p mit K{a^) identisch sind, und ebenso soll eine 
irreduktible Gleichung eine Galoissche Gleichung für den Bereich 
dieser Primzahl heißen, wenn ihre Wurzeln für den Bereich von p 
rationale ganzzahlige Funktionen von einer unter ihnen sind. Dann 
gilt der wichtige Satz: 

Ein Körper ist dann und nur dann für den Bereich von p 

ein Galoisscher Körper, wenn ihm die gleiche Eigenschaft der 

Größe nach zukommt, und das Entsprechende gilt für die 

Galoisschen Gleichungen. 

In der Tat, sei K{a^ zunächst der Größe nach ein Galoisscher 

Körper; dann bestehen für die n konjugierten Zahlen or^, o,? • • • ^n ^^^ 

Größe nach n rationale Gleichungen mit rationalen Koeffizienten: 

(2) «1 = «1, «2 = %(«i)> •••««=- 9^«(«i)- 

Es werden nun die n Wurzeln derselben Grundgleichung (1) für den 

Bereich von p vorläufig durch 

(2a) Si,5„...5„ 

bezeichnet; dann behaupte ich, daß diese stets so geordnet werden 
können, daß sie für den Bereich von p durch dieselben Gleichungen (2) 
miteinander zusammenhängen, wie die der n Zahlen a^yU^, , , . a^. Es 
sei nämlich wieder 

(3) 2^fn' 

eine konvergente p-adische Keihe, welche ihrer Größe nach die Wurzel 
a^, und für den Bereich von p eine beliebige unter den n p-adischen 
Wurzeln (2a) derselben Gleichung darstellt; ich will diese letztere 
dann auch die erste unter den Wurzeln (2a) nennen und jetzt 
ebenfalls durch a^ bezeichnen. Dann soll die Reihe (3) wieder die 
|)-adische Darstellung der ersten Wurzel der Grundgleichung 
genannt werden. 
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Substituiert man nun diese Reihe für o^ in die n rationalen Funk- 
tionen 9>,(ai) auf der rechten Seite von (2), so erhalten wir n kon- 
vergente p-adische Reihen: 

(4) . 

welche wegen (2) der Größe nach die n verschiedenen Wurzeln der 
Grundgleichung darstellen , d. h. es ist der Größe nach erstens all- 
gemein: 

(5) F(_a,)^Fiq>,{a,)) = 0, 

und zweitens besteht für das Di£Perenzenprodukt dieser n Zahlen die 
ganzzahlige Gleichung: 

(5a) Tjn^"' - «*) - -^ =Tir[(SPi(.'^i)-'Pki'h)) - D - 0, 

i i i k 

wo D die Diskriminante der Grundgleichung bedeutet. Sowohl die n 
ganzzahligen Gleichungen (5) fOr die Reihe a^, als auch die Gleichung (5 a) 
können nun dann und nur dann der Gh*öße nach bestehen, wenn sie 
auch für den Bereich von p erfUlt sind und umgekehrt. Also folgen 
aus ihnen für dieselben Reihen die Gleichungen: 

(6) JP((p,(ai)) = (jp) (.•=l,2,...n) 

i k 

Die n ersten Gleichungen sagen aus, daß die n Reihen g>i{a^) auch 
jp-adische Wurzeln der Grundgleichung, also gewissen unter den Zahlen 
c^i för den Bereich von p gleich sind. Die letzte Gleichung zeigt, daß 
diese n Reihen für den Bereich von p voneinander verschieden sind, 
daß sie also den n Zahlen ä,, abgesehen von ihrer Reihenfolge, gleich 
sein müssen. Wären nämlich auch nur zwei unter ihnen für den Bereich 
von p einander gleich, so würde ihr Differenzenprodukt, also nach (6 a) 
auch die rationale Zahl D, für den Bereich von p gleich Null sein; 
also wäre D auch der Größe nach Null, was mit der Voraussetzung 
der Irreduktibilität der Gh-undgleichung im Widerspruch steht. Damit 
ist die erste Hälfte unserer Behauptung bewiesen. 

Nehmen wir jetzt zweitens an, K(cc^) sei für den Bereich von p 
ein Galoisscher Körper d. h. die n konjugierten Körper 

ür(5,),2r(5,),...ür(5j 
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seien für den Bereich von p einander gleich. Dann zeigt man genau 
ebenso^ wie a. S. 333, daß jede der (n — 1) konjugierten Zahlen i^y...ä„ 
fär den Bereich von p einer rationalen Funktion von cc^ mit gewöhn- 
lichen ganzzahligen Koeffizienten gleich sein, daß also die Gh-undglei- 
chung (1) und ebenso jede Gleichung der eine primitive Zahl ß^ von 
K(a^) genügt, eine Galoissche Gleichung für den Bereich von p sein 
muß. Es seien nun: 

(7) «1 = ^, öj - ^,(Si), . . . ä„ = 9,(5i) (p) 

diese n rationalen Gleichungen für die n Zahlen ä^. Ist dann wieder: 

eine konvergente p-adische Reihe, welche für den Bereich von p gleich 
Oj ist, während sie der Größe nach gegen eine der n Gleichungs- 
wurzeln (2) etwa gegen cc^ konvergiert, so ergeben sich durch die 
Substitution jener Reihe für cc^ in (7) n Gleichungen für Oj, . . . a^: 

(7a) 5,=^^^^^ (i-l,2,...n), 

und diese n Reihen genügen nun für den Bereich von p den (n + 1) 
Gleichungen: 

-F(5,) = ^(9^,(5,)) = (p) (.•=.!, 2,... n) 

i k i k 

Da nun diese rationalen ganzzahligen Gleichungen für cc^ wieder nur 
dann für den Bereich von p bestehen können, wenn sie auch ihrer 
Größe nach erfüllt sind, so folgt aus ihnen genau wie vorher, daß die 
n Reihen ^i^'^jr^ in (7*) ihrer Größe nach den n Gleichungs wurzeln 
cci,a^y..,a^f abgesehen von ihrer Reihenfolge, gleich sind, und damit ist 
der Beweis unseres Theoremes vollständig erbracht. 
Ist 

(8) ' 2. f.' 

X 

eine konvergente p-adische Reihe, welche ihrer Größe nach gegen cc^ 
und für den Bereich von p gegen eine beliebig aber fest gewählte 
|hadische Wurzel der Grundgleichung konvergiert, so stellen die in (4) 
gefundenen Reihen 

(8a) JS^f^^ (»«i,«,...«) 

der Größe nach die reellen oder komplexen Zahlen Oi, cc^y - -»f^n ^^^f 
während sie für den Bereich von p gegen die n p-adischen Wurzeln 
öj, o,, . . . ä^ in einer ganz bestimmten Reihenfolge konvergieren. In 
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dieser Ordnung sollen die n p-adischen Wurzeln der Grundgleichung 
von jetzt an ebenfalls durch 

bezeichnet werden ^ und es soll allgemein 

die p-adische Darstellung der i*^ Wurzel unserer Gleichujig 
F(x) = genannt werden. Da man die j^adische Wurzel, welche die 
erste Reihe (8) darstellen soll, unter den n p-adischen Wurzeln 
a^, «2, . . . a^ beliebig auswählen kann, so gibt es genau n, aber auch 
nur n solche p-adische Darstellungen (8 a) jener n Gleichungs wurzeln, 
und damit auch stets n und nur n Zuordnxmgen der Wurzeln 

«1? «2» ••• «n ^»d «i; ö,, ... a„. 
Welche unter ihnen man den weiteren Betrachtungen zugrunde legt, 
ist gleichgültig, da, wie gleich bewiesen werden soll, die Gleichungen (6) 
und (6 a), welche zwischen ihnen der Größe nach und ffir den Bereich 
von p bestehen, und alle anderen rationalen ganzzahligen Gleichungen, 
welche ja eine Folge von diesen sind, bei jeder dieser n Zuordnungen 
dieselben sind. Wir denken uns von jetzt an eine dieser Zuordnungen 
beliebig aber fest ausgewählt, und während der ganzen weiteren Unter- 
suchung beibehalten. 

Angenommen nun, zwischen den n Wurzeln cc^, cc^y • - - cc^ einer 
Galoisschen Gleichung besteht eine rationale Gleichung: 

(9) 9?(ai, «8, ... aj=0 

mit gewöhnlichen rationalen Zahlkoefßzienten, so bleibt sie nach dem 
a. S. 330 bewiesenen Satze auch für den Bereich einer jeden beliebigen 
Primzahl p richtig, und umgekehrt ergibt sich aus dem Bestehen einer 
solchen Gleichung für den Bereich irgend einer Primzahl p ihre Richtig- 
keit der Größe nach und für jede andere Primzahl g. So erhält man 
das Fundamentaltheorem, auf welches bereits im Anfang dieses Para- 
graphen hingewiesen wurde: 
Ist 

F{x) - 

eine beliebige Galoissche Gleichung des n^" Grades, so kann 
man ihre n Wurzeln Oj, a,, . . . «^ stets in konvergente p-adische 
Reihen so entwickeln, daß diese sowohl ihrer Größe nach als 
auch für den Bereich von p jene Gleichung befriedigen, und 
daß femer jede rationale Gleichung: 

9)(ai, «,, ... aj = 

Heniel, Theorie der algebraleohen Zahlen. L 22 
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mit rationalen Eoe£Bzienten, welche der Große nach zwischen 
ihnen besteht, anch für den Bereich Ton p erfüllt ist, nnd 
mngekehrt 
Ersetzt man in den (n + 1) sowohl der Große nach als andi for 
den Bereich Ton p gültigen Gleichungen: 

(10) F(q>,(a;}) =.0, YI TI^fM) - ViM - 1> = 

• k 

tc^ der Reihe nach durch die n konjugierten Wurzeln Oj, o,, — a,, so 
bleiben sie nach dem a. S. 332 bewiesenen Satze bestehen, und die so 
sich eingebenden Gleichungen: 

(10a) F(9),M - 0, ]J]J{q>,{a;} - 9*M -B^O 

zeigen, daß die n Zahlen: 

sowohl der Größe nach als auch f&r den Bereich TOn p n Toneinander 
Terschiedene Wurzeln der Ghrundgleichung sind, daß sie sich also Ton 
den Wurzeln Oi, a,, . . . a, nur durch ihre Reihenfolge unterscheiden. 
Es ist also z. B. der Ghroße nach: 

(10b) ^'.W-««, 

und nach dem a. Tor. S. unten bewiesenen Satze bleibt jede solche rationale 
Gleichung zwischen je zwei Wurzeln auch für den Bereich Ton p richtig. 
Vertauscht man also in den n Wurzeln: 

«4 der Reihe nach mit a,, o,, . . . a^, so erleiden diese n Wurzeln 
jedesmal eine ganz bestimmte Permutation, und zwar stets 
dieselbe, sowohl der Ghroße nach als auch f&r den Bereich der 
Primzahl p. 
Es seien 

*0 *■ («1 ; «» 9 ^ > • • • O 
.jjv «1 *= («1' > ««' > «t' 7 • • • O 

*«_i = («fi(«-l)y «t(«-l); «s("-«^ • • • ^«(«-1)) 

jene n Permutationen; dann sind allgemein die bei Xf auftretenden 
Indizes j(<) ^(i) ^^ ^(o 

die n Zahlen 1, 2, ... n in einer bestimmten Yertauschung, und zwar 
ist speziell 1^^ = ». 

Diese n Permutationen bilden eine Gruppe; sie haben nämlich 
die Eigenschaft, daß zwei hintereinander angewandte Permutationen x^ 
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und yCj^ wieder eine Permntation jt^ aus der Reihe (11) ergeben^ daß 
also stets eine Gleichung: 

besteht.. In der Tat entsprechen jt^ und ^^ bzw. der Yertauschung 
von a^ mit a^ und von cc^ mit a^^. Da bei der zweiten Yertauschung 
jede der n Wurzeln sich mit einer anderen vertauscht^ so geht bei ^^ 
a^ in eine ganz bestimmte andere Wurzel a^ über. Also entspricht der 
sukzessiven Anwendung von ^^ und x^ die Verwandlung von a^ in a^ 
und hierauf die Verwandlung von a^ in a„ oder was dasselbe ist, die 
Überführung von Oj in a,; also stimmt die Permutation ä^ä^ mit ä, 
überein. Die n Permutationen (11) bilden somit wirklich eine Gruppe, 
welche die Gruppe des Galoisschen Körpers K(a) genannt wird. 

Jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
(12) 9(«i, «,;.-. = 0, 

welche zwischen den n Wurzeln a der Größe nach besteht, bleibt auch 
für den Bereich von p gültig und umgekehrt; nach dem a. S. 332 be- 
wiesenen Satze bleibt sie aber auch bestehen, wenn man alle Wurzeln 
durch eine unter ihnen, etwa durch cc^ ausdrückt, und dann cc^ der 
Reihe nach durch o,, o,, . . . ck„ ersetzt. Aus jener einen Gleichung 
ergeben sich also die folgenden 2n anderen: 

(12a) 9(«i(*); ^iikh • • • «•(*)) -= (p), 9?(ai(t), . . . a«(*)) - 

(A;-=0, 1,..- « — 1). 

Eine jede rationale Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 

welche zwischen den n Wurzeln einer Galoisschen Gleichung 

der GrröBe nach oder für den Bereich einer beliebigen Primzahl 

besteht, bleibt sowohl in dem einen als auch in dem anderen 

Sinne richtig, wenn man auf die n Wurzeln alle n Permu- 

tationen der zugehörigen Galoisschen Gruppe anwendet. 

Ordnet man der ersten Wurzel cc^, welche die Grundgleichung der 

Größe nach besitzt, einmal die p-adische Wurzel ö^ ein anderes Mal 

eine andere |hadische Wurzel a^ derselben Grundgleichung für den 

Bereich von p zu, so ergeben sich für die j>-adischen Entwicklungen 

der n Wurzeln a^, o,, . . . ck^ das eine Mal die Reihen a^, a^, . . . a^, 

das andere Mal dieselben Reihen aber in der Permutation 

^<""(^i(07 «2(0 > ••• ««(O); 

welche sich aus der ersten durch die Substitution von a^ an der Stelle 
von a^ ergibt. Macht man dieselbe Substitution in den n j^adischen 
Gleichungen, welche nach dem soeben bewiesenen Satze aus dem Be- 
stehen einer Gleichung: 

22 • 
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9)(^,S„ ...ä.)-0 (P) 
zwischen den n p-adiBchen Wurzeln der Grondgleichang doreh die Per- 
mutationen x^, ^^^ ... :r^_| der Chdoisschen Gruppe folgen, and beachtet 
dabei, daß die dann sich ergebenden Permntationen {x^x^y '«^y --•^«^«.i) 
abgesehen Ton der Reihenfolge mit den Torigen übereinstimmen, so 
erkennt man 

daß die 2n Gleichungen (12a), welche ans einer unter Urnen 
mit Notwendigkeit folgen, Ton der Art der p-adischen Ikit- 
wicklung der ersten Wurzel ec^ ganz unabhängig sind, da man 
bei jeder der n möglichen Entwicklungen dieselben n Glei- 
chungen f£Lr den Bereich Ton p erhalt. 

§ 3. üntersnehnng der Zahlen eines beliebigen Körpers nach ihrer 
Größe und für den Bereich von p. 

Die im Torigen Abschnitte für Graloissche Körper gefundenen Re- 
sultate können nun leicht auch für ganz beliebige algebraische Körper 
begründet werden. Hierzu führt der jetzt zu gebende Nachweis der 
Tatsache, daß jeder algebraische Körper entweder selbst ein Galoisscher 
Körper, oder ein Unterkörper eines solchen ist, daß also jede alge- 
braische Zahl ßi als eine primitire oder als eine nicht primitive Zahl 
eines Galoisschen Körpers angesehen werden kann. Da nun alle Zahlen 
ß^ eines Galoisschen Körpers K{ai) nebst ihren konjugierten nach den 
Ergebnissen des vorigen Paragraphen so in konvergierende p-adische 
Reihen entwickelt werden können, daß jede zwischen ihnen der Große 
nach bestehende Gleichung auch f&r den Bereich von p erfüllt ist und 
umgekehrt, so ist damit der verlangte Nachweis auch für beliebige 
algebraische Zahlen erbracht. Ich will daher jetzt noch den soeben 
erwähnten algebraischen Satz beweisen« 

Es sei 

(1) /^(^)'-(^~A)(^-A)-..(^-/JJ-o 

eine beliebige irreduktible Gleichung v^^ Grades mit rationalen Zahl- 
koeffizienten, deren Wurzeln keinen Galoisschen Körper konstituieren 
mögen. Dann betrachte ich den Körper: 

welcher durch die v konjugierten Zahlen /3|, /S^; . . . ß^ zusammen kon- 
stituiert, also durch alle rationalen Funktionen dieser v Zahlen mit 
rationalen Zahlkoeffizienten gebildet wird. Ich behaupte nun, daß 
dieser ein Galoisscher Körper ist, welcher jeden der v konjugierten 
Körper -BT (ft) als Unterkörper enthält. 
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Zunächst erkennt man leicht^ daß in dem durch die v Zahlen 

ßu ßiJ '" ßv 

konstituierten Körper auf unendlich yiele Arten eine primitive Zahl a^ 
so ausgewählt werden kann^ daß alle Zahlen desselben durch a^ rational 
darstellbar sind, daß also 

JS^(A,A,-.-/».)-^(«i) 

ist. In der Tat, sei zunächst 

(2) Si = a;iA + ^,A + ... + :r,/3, 

eine homogene lineare Funktion der v konjugierten Zahlen ß^ mit 
den unbestimmten Koeffizienten x^, und es mögen: 

(2a) S, - a;j/J,(*) + x^ß^u^ + • • • + a;^/3^(*) (A:=i,2,...f.i) 

die t/1 Formen sein, welche man aus ä^ erhält, wenn man die v Ele- 
mente ß^ auf alle v\ möglichen Arten permutiert. Diese Formen sind 
fUr unbestimmte x^ alle voneinander verschieden, weil von den Wurzeln 
ßu ß%9 " ' ßv ^oiii® zwei einander gleich sind. Dann ist jede sym- 
metrische Funktion: 

S(ai, «8, . . . «h) 

dieser v\ Formen «^ eine symmetrische Funktion auch von ft, /3j, . . . jS^, 
weil durch jede Yertauschung der ß^ untereinander nur die Formen Uj^ 
permutiert werden; jede solche Funktion ist also eine rationale Funk- 
tion der Unbestimmten x^^ ... x^ mit rationalen Zahlkoeffizienten. 
Speziell ist die Diskriminante 

(3) i>(«i,...Sm)-JJJJ(s,-s,) 

i k 

dieser v\ Formen eine ganze homogene Form der x^, ... x^ mit rationalen 
Zahlkoeffizienten, welche für unbestimmte x^ von Null verschieden ist, 
weil nach der soeben über die ft gemachten Bemerkung keine von den 
Differenzen cc^ — a^ für unbestimmte Xj^ Null sein kann. 

Da somit D(äi, 5,, . . . ä^i) eine ganze homogene Form der Un- 
bestimmten a?!, a:,, . . . x^ ist, welche nicht identisch verschwindet, so 
kann man bekanntlich*) die Gbrößen x^ auf unendlich viele Weisen ganz- 
zahlig so bestimmen, daß diese Diskriminante ebenfalls von Null ver- 
schieden wird. Es sei 

(4) x^ - «1, a:, - o,, . . . a;, - a, 

eine solche Bestimmung, und 

•) Vgl. 8. B. Weber Algebra. IL Aufl. Bd. I. § 48. 
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(5) 



seien die v\ Zahlen des Körpers K(ßiy /3,, . . . /3J, welche durch diese 
Substitution (4) aus a^y . . , a^i heryorgehen. Dann sind auch sie alle 
voneinander verschieden^ und sie genügen zusammen einer Gleichung 
des (v !)*•*' Grades: 

(6) G(t) « (t^a,) (^-o,) . . . (^-«.0 ^ 0, 

deren Koeffizienten als symmetrische Funktionen der a^^, also auch der 
ßif ß%7 ' " ßv7 gewöhnliche rationale Zahlen sind. 

Ich behaupte nun^ daß die so gefundene Zahl a^ eine primitive Zahl 
des Körpers K(ßi, ß^y . . . ß^), d. h. «o beschaffen ist, daß jede andere 
Zahl S(ß^, ß^, . . , ß^) dieses Körpers durch o^ rational ausdrückbar ist. 
In der Tat, seien: 

die Werte, welche ^{ßi, ß%, - - - ß^) bei allen v\ Permutationen der v 
Zahlen /3| erhält, so ist 

eine ganze rationale Funktion der Variablen t mit gewöhnlichen ratio- 
nalen Zahlenkoeffizienten, da sich ja die im Nenner stehenden Linear- 
faktoren gegen 0{t) fortheben und da ^(0 symmetrisch in /Jj, /J,,. . . /S^ ist. 
Setzt man in dieser Gleichung t^ cc^ und beachtet, daß dann alle 
Produkte 0{cc^) 137- außer dem ersten verschwinden, während dieses 
gleich G'{ai)0^ wird, so ergibt sich die folgende rationale Darstellung 
der beliebig angenommenen Zahl 0^ des Körpers K^ß^, - > - ßj) d^ch cc^ 

und sie ist nicht etwa unbestimmt, weil 

vi 

G'(«.)-J7 («»-«*) 

sicher von Null verschieden ist. Hieraus folgt, daß wirklich 
ist. 
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Ich behaupte nun zweitens^ daß \£'(a^) ein Gkdoisscher Körper ist^ 
d. h. daß alle zu c^ konjugierten Zfthlen durch cc^ rational darstellbar 
sind. Es sei nun 

g(t) = (<-«,) (<-a'0 . . . («-4-») =o 

die irreduktible Gleichung, welcher die algebraische Zahl a^ nebst ihren 
konjugierten «j, . . . a<*"*^ genügt. Dann haben die beiden Gleichungen 
g(t^^O und G{t)^0 in (6) die eine Wurzel a^ gemeinsam, also müssen 
sie einen gemeinsamen Teiler besitzen; und da g{t) irreduktibel ist, so 
muß 0(t) durch g{t) teilbar sein. Aus der somit bestehenden Gleichung: 

G(t)-ff{t)H(t) 

folgt nun, daß die zu cc^ konjugierten Zahlen a[, ... o^""^^ gewisse 
unter den Zahlen o^, ^; • • • ^»i sein müssen» Die Bezeichnung werde 
so gewählt, daß c^f cc^^ -* » cc^ diese konjugierten Zahlen sind. Da nun 
jede der Zahlen 

dem Körper K(ß^f - " ß^ angehört, und da dieser nach dem soeben 
geführten Beweise mit f (oi) übereinstimmt, so folgt, daß 

wirklich ein Galoisscher Körper ist, unter welchem die v konjugierten 
Körper K{ß^ als Unterkörper enthalten sind. 

Es sei nun ß^ eine beliebige algebraische Zahl t/^ Ghrades; /3s, /S,,.../!, 
mögen die zu ß^ konjugierten Zahlen bedeuten, und es sei jetzt 

(8) fix) - (x-ß,) ix-ß,) . . . (x-ß:) - 

die irreduktible Gleichung, welcher die Zahlen /3,. genügen. Ich be- 
trachte dann den zugehörigen Galoisschen Körper K^ß^, ß^, ... /3J, 
dessen Grad n sein möge, und bezeichne durch cc^, cc^, , . . a^ irgend 
eine primitive Zahl jenes Körpers und ihre konjugierten: Ich denke 
mir nun a^ durch die zugehörige Reihe 

(9) <H=2h< 

sowohl der Größe nach als auch für den Bereich Ton p dargestellt. 
Da nun die v Zahlen /3^ rationale ganzzahlige Funktionen ti{<h) ^^^ 
cc^ sind, so liefert die Substitution der obigen Reihe (9) für a^ in die 

V Gleichungen: 

(10) A = ^i(a,), Ä - t,Mf •-,/».=- tXO 

V p-adische Reihen 

(11) ßi-^^!['«' «-1,2,...») 
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fttr jene Zahlen, welche so beschaffen sind, daß jede zwiaehem ihnen 
der Große nach bestehende rationale gsnzzahlige Gleichung waA f&r 
den Bereich Ton p erfüllt ist, und umgekehrt Da nun fiif ß^y - • - ß^ 
deaa. (v+1) rationalen Gleichungen: 

(12) f(ßd-o, J7/J(/i,-A)-i)-o 

i k 

genügen, in welchen D die Diskriminante der Grundgleichung (8) be- 
deutet, so liefert die Substitution der v Reihen (11) für /S^, . . . ^, in 
diese Gleichungen das Resultat, daß dieselben die v Toneinander rer- 
sdiiedenffli Wurzeln der Gleichung (8), sowohl der Große nach als 
auch für desi Bereich Ton p darstellen. Ist allgemeiner 

(12») z(A,A,.-Ä)-o 

irgend eine rationale ganzzahlige Gleichung zwisehoi dm v konjugierten 
Zahlot ßf, so folgt aus demselben Satze, daß diese auch für den Be- 
reich Ton p erfüllt ist, wenn man für die Zahloi ß^ ihre Reüun (11) 
einsetzt, und daß audi umgekehrt aus dem Besteh«! einer soldben 
Gleichung für dm Bereich Ton p ihre Richti^eit folgt, wenn man die 
Zahlen ß^ ihrer Große nach betrachtet. 

Substituiert man in die (y -f- 1) Gleichungen (12) für die konjugierten 
Zahlen ß^ ihre rationalen Ausdrücke ^(^^(«0 durch die primitire Zahl €^ 
des Ghdoisschoi Körpers K(ßi, ^, — ß^) so bleiben die Gleichungen: 

(13) f{t,(.a,)) - 0, riYIii'i^'h) - tk («i)) - D - 0, 

i k 

sowohl der Große nach, als auch für den Bereich Ton p richtige w^m 
man a^ mit dm n konjugierten Zahlen o^, 14, . . . a. Tertauscht; hieraus 
folgt, daß die Zahlm: 

für { « 1, 2, . . . n jedesmal die v Zahlen ßtj ßtj - - - ß^ in anderer 
Reihenfolge sowohl der Große nach als auch für den Berdch Ton p 
darstellen. So ergeben sich n Permutationen dieser y Wurzdn: 

^ = (A' f ß^ f ' ' ' ß/) 
/j^N *f — (A'' 7 A" 7 • • • ß^) 

\m desk&i die erste x^ ^ (1\ 2", • -- v') die ursprOn^che Anordnung 
(l,2,...y) bedeutet 
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Ich behaupte nnn: 

1) Die 80 sich ergebenden Permntationen sind dieselben, mag 
man die Zahlen ß^ ihrer Große nach oder für den Bereich 
von p betrachten. 

2) Die n Permutationen 7Cf sind alle untereinander verschieden. 

3) Sie bilden eine Gruppe, d. h. es ist allgemein x^jc^ =■ n^ 
Ist nämlich z. B. der Größe nach: 

A"-^i(a2) = Ä = *i(ai), 
so besteht zwischen a^ und a^ die rationale Gleichung mit rationalen 
^Koeffizienten: 

*<(«l)-^l(«8). 

und diese bleibt für den Bereich von p richtig, wenn sie der Größe 
nach erfüllt ist; damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen. 
Wären zweitens etwa die zweite und dritte Permutation der ß^ einander 
gleich, so daß: 

ßr-ßr^ d.h. *..(«,)-= ^,(«8) (» = 1,2,...,.) 

ist, so wäre auch: 

^lA" + Ö2A" H 1- ^vßv" "" ^lA'" + • • • + «y/3/", 

d. h. es wäre cc^^ ol^, während doch a^ eine primitive Zahl des 
Galoisschen Körpers K{a) ist Endlich bilden diese n Yertauschungen 
%^ eine Gruppe, da sie den n Yertauschungen von a^ mit den n kon- 
jugierten eindeutig zugeordnet sind. Ich nenne sie die Galoissche 
Gruppe von jedem der v konjugierten Körper K{ß^. 

Es möge nun zwischen diesen v konjugierten Zahlen ßu ß%y - • - ß^ 
irgend eine rationale ganzzahlige Gleichung: 

(15) Hßi,ß>r--ß,)-0 

der Größe nach oder für den Bereich von p bestehen. Substituiert 
man dann für die Zahlen ß^ ihre rationalen Darstellungen ifi{cc^) durch 
cc^ und vertauscht dann 0^ mit den n konjugierten Zahlen a^y a^, * » » cc^y 
so bleibt diese Gleichung sowohl der Größe nach, als auch für den 
Bereich von p richtig. Durch diese Vertauschungen erleiden aber die 
Wurzeln /Ji, ft^ • • • Z'» ^® ** Permutationen ä^, ä,, . . . «^ ihrer Galois- 
schen Gruppe, d. h. aus (15) folgen von selbst die 2n Gleichungen: 

(15a) ^03,(0, A(0, . . • /3,(0) « (p); ^(ft(o, ft(0, • • • ß^ü)) - 

(» = l,2,...n), 
und man erhält das folgende Schlußresultat: 

Man kann alle algebraischen Zahlen stets so in konvergente 
j)-adi8che Potenzreihen entwickeln, daß jede zwischen ihnen 
der Größe nach bestehende rationale Gleichung mit rationalen 
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Zahlkoeffizienten auch für den Bereich von p richtig bleibt 
und umgekehrt. Femer bleibt jede solche Gleichung in dem 
einen wie in dem anderen Sinne bestehen^ wenn man auf ihre 
linke Seite alle Permutationen der zugehörigen Galoisschen 
Gruppe anwendet. 

Jede rationale Gleichung zwischen bestimmten algebraischen Zahlen 
oder jedes System von solchen Gleichungen liefert einen algebraischen 
Satz^ und umgekehrt kann fast jeder derartige Satz als die Interpretation 
eines solchen Gleichungsystemes ausgesprochen werden. Ebenso ergibt 
jedes Gleichungssjstem für den Bereich einer reellen Primzahl p eine 
arithmetische Wahrheit, und umgekehrt ist die ganze Arithmetik 
der algebraischen Zahlen nichts anderes als die Interpretation aller 
zwischen jenen Zahlen für den Bereich aller reellen Primzahlen be- 
stehenden Gleichungen. Der soeben gefundene allgemeine Satz zeigt 
nun, daß jedem algebraischen Satze eine arithmetische Wahrheit ent^ 
spricht und umgekehrt. Der Ausführung dieses Dualismus bei den 
speziellen algebraischen Zahlkörpem werden die Untersuchimgen des 
folgenden Bandes zu einem großen Teile gewidmet sein. 



— Ende des ersten Bandes. 
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findet and erkUkrt wird.) 



Absoluter Betrag j9-adi8cher Zahlen 6, 

27. 
Addition j9-adi8cher Zahlen 84, 188. 
Äquivalente jp-adische Zahlen, rationale 

19. 
algebraische 136. 

— Systeme 858. 
Algebraische Zahlen 96. 
äquivalente 101, 

ganze 98, 111, 126, 170. 

für den Bereich von p 182, 184. 

modulo p 119, 167. 

konjugierte 97, 108. 

Auflösung einer algebraischen Gleichung 

fOr den Bereich von p 169, 160. 
Außerwesentliche gemeinsame Diskri- 

minantenteiler 266, 271. 

Basis eines Körpers 108. 

Darstellung einer Zahl filr den Bereich 

einer Primzahl 6. 
Differente 105. 
Diskriminante einer Funktion 56. 

— des Produktes zweier Funktionen 60. 

— einer algebraischen Zahl 105. 

— eines algebraischen Systemes 108. 
Diskriminantenteiler , wesentliche und 

außerwesentliche 117, 264. 

— der zu einem Primteiler p gehörige 
D{p) 216. 

einer Potenz <)'' gehörige DixT) 

227. 

— (gemeinsame außerwesentliche 266,271. 
Division jp-adischer Zahlen 29. 
Divisoren, die zu den algebraischen Zah- 
len gehörigen 168, 171. 

— eanze und gebrochene 171, 172, 176. 

— Multiplikation und Division der 174. 

— ihre Darstellung in der reduzierten 
Form 176. 

— ihre Darstellung durch algebraische 
Formen 810. 

durch zweigliedrige Formen 

816. 

— eines Ideales 820. 



Einheiten, rationale für den Bereich 
von p 6, 21. 

— algebraische 101. 

für den Bereich von p 185. 

Einheitsform 252. 
Einheitssystem 247. 
Einheitswurzeln (p — 1)** 88. 
jp-adische 80. 

— (p^— 1)*« 186. 

— primitive (p— 1)** 82, 88. 

(p-^— 1)*« 188. 

Eisensteinsche Funktionen 76. 
Ergftnzungskörper 296. 
Ergänzungssatz in der Theorie der Po- 
tenzreste 89. 

Euklidisches Verfahren zur Bestimmung 
des größten gemeinsamen Teilers 62. 

Existenzbeweis der p-adischen Wurzeln 
einer Gleichung 156. 

Exponent, zu dem eine Einheitswurzel 
gehört 81, 187. 

paßt 191, 284. 

Fermatscher Satz fOr Primteiler 188. 

für ganze Divisoren 826. 

Formen, primitive 816. 

— Primformen 316. 

— ganze und gebrochene 816. 
Fundamentaldiskriminante 268. 

— außerwesentlicher Bestandteil der 264. 

— für einen Divisor b 241. 
Fundamentalform eines Körpers 261. 
für den Bereich einer Prim- 
zahl 262. 

Fundamentalgleichung eines Körpers 268. 
für den Bereich eines Prim- 
teilers 267. 

— ihre Zerlegung für eine reelle Prim- 
zahl als Modul 805. 

Fundamentalsystem 116. 

— modulo p 120. 

— für den Bereich eines Primteilers p 
214. 

— für einen Divisor b 289. 

— Charakteristische Eigenschaften der 
Fundamentalsysteme 242. 



348 



Sachregister. 



Funktionen, ganzzaMige fflr den Bereich 
▼on p 47. 

— primitiTe 47. 

— primäre 64, 164. 

— rationale, mit algebraischen Koeffi- 
zienten 163. 

— unzerlegbare oder irreduktible 63. 
Funktionentheorie, ihre Methoden, yer- 

glichen mit denen der Zahlentheorie 
1—4, 170 Anm., 288. 

Galoiflsche Gleichung 8S3. 

fOr den Bereich Ton p 884 

— Körper 882, 

für den Bereich von p 384. 

GFanze und gebrochene rationale j9-adi- 

Bche Zahlen 88. 
algebraische Zahlen modulo p 

118. 
GFaußsches Fundamentaltheorem für den 

Bereich der p-adischen Zahlen 166. 
Grad der algebraischen Zahlen 97. 

— eines Primteilers 143. 
Gleichheit rationaler p-adischer Zahlen 

20, 22. 

— algebraischer Zahlen 128. 

— rationaler Funktionen für den Be- 
reich Ton p 166. 

„Größer" und „Kleiner** im Gebiete der 
' p-adischen Zahlen 19. 
Größte gemeinsame Teiler zweier Funk- 
tionen 62. 

von Divisoren 176. 

Gruppe eines Galoisschen Körpers 839. 

— eines beliebigen Körpers 846. 

Haupteinheit 86. 

Hauptteil einer gebrochenen j>-adischen 
Zahl 84. 

Ideal 237. 

— Divisoren eines Ideales 820. 
Iireduktible Funktionen im Bereiche der 

jp-adischen Zahlen 68. 

Koeffizientenkörper, der zu einem Prim- 
teiler gehörige 189. 
Komplementiere Divisoren 246, 269. 

— Systeme 246, 248. 
Kongruente ganze Zahlen 8. 

— p-adische Zahlen 20, 22, 36. 

— algebraische Zahlen 128, 127, 186. 
Zahlen modulo p^ 148, 160. 

— Funktionen 48, 154. 

Körper K{p) der jp-adischen Zahlen 86. 

— ^(1) der rationalen Zahlen 37. 

— Ä*(l, x) und K(p, X) 49. 

— K{a) algebraischer Zahlen 102. 

— K\p^ o) jp-adischer algebraischer 
Zahlen 126. 

Körperdiskriminante 117. 



Linearform, die zu einem System ge- 
hörige 262. 

— komplementäre 262. 

Hodulsystem 289. 

Multiplikation p-adischer Zahlen 26, 128. 

Näherungswerte einer rationalen Zahl 
für den Bereich von p 7, 20, 21, 84. 

— einer algebraischen Zahl 127, 146, 
164. 

— einer Funktion 48, 164. 

— einer Zahl in bezug auf ein System 
281. 

Newtonsche Annäherungsmethode für 

den Bereich von p 72. 
Norm einer algebraischen Zahl 104, 167. 

— eines Divisors 148, 177. 

Ordnung eines Primteilers 148. 

— eines Produktes von Variablen 814. 
Ordnungszahl rationaler Zahlen 6, 21. 

— algebraischer Zahlen 140. 

j9-adische Darstellung der rationalen 

Zahlen 46. 
algebraischen Zahlen 92, 146, 

828, 334, 887. 
koigugierten Zahlen 147, 160. 

— Zahlen, algebraische 126. 
rationale 16. 

Partialnorm in bezug auf einen Prim- 
teiler 168. 

Partialsysteme 246. 

Periodische p-adische Zahlen sind ratio- 
nal 38. 

— p-adische algebraische Zahlen 168. 
Potenzrest ft**' für den Bereich von p 

87. 
Primäre Funktionen 64, 164. 
Primformen 316. 
Primfunktionen für den Bereich von p 

70, 166. 

— modulo p 77. 

Primitive Zahl eines Körpers 107. 

— (p — 1)*3 Wurzeln der Einheit 82, 88. 

— (p-^— l)*« Wurzeln der Einheit 188. 

— Form, oder Einheitsform 266. 

für den Bereich von p 266. 

Primteiler p des Körpers K(p^ a) 142. 
der einem Wurzelzyklus zuge- 
ordnete 166. 

— ihre Darstellung, mit Hilfe einer re- 
gulären Zahl 298. 

durch Zerlegung der Funda- 
mentalgleichung 306. 

— Unabhängigkeit der — voneinander 
817. ^ 

Primzahlen 4. 

— eines algebraischen Körpers Kip^a) 
138, 141. 
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Primzahl, einfachste Gleichung einer — , 
innerhalb des KoefßzientenkGrpers 
K(ri) 201. 

Primzahlpotenz, die zu einem Primteiler 
gehörige 177. 

Produkt zweier Systeme S46. 

Rational abhängige algebraische Zahlen 
110. 

Eeduzierte und nicht reduzierte jp-adi- 
sche rationale Zahlen 9, 21, 24. 

j>-adi8che algebraische Zah- 
len 128. 

— algebraische Zahlen modulo p 128. 
Reguläre Primzahlen für den Bereich K(a) 

149. 

— Zahlen fOr den Bereich von p 275. 
Bestsjstem modulo p 144. 
Resultante 54. 

Reziproke Systeme 246. 

Spur einer Zahl 251. 

Subtraktion j^-adischer Zahlen 12, 24, 128. 

Teilbarkeit einer Funktion durch eine 

andere 52. 
modulo t) 76. 

— einer algebraischen Zahl durch eine 
andere 101. 

für den Bereich 

von p 120, 186. 

— einer Zahl durch eine Primteiler- 
potenz p^ 148, 149, 165. 



Teilbarkeit eines Divisor durch einen 
anderen 175. 

— einer Form durch eine andere 816. 
Teiler einer Funktion 47, 49, 154. 

— einer algebraischen Form 818. 
Teilerfremde Funktionen 53, 155. 
modulo p 77. 

— aljB^ebraische Zahlen 178. 

— Divisoren 176. 

TeilkGrperoder Teiler eines Körpers 107; 
eigentlicher Teiler 108. 

Yerzweigungsordnung eines Primteilers 

219. 
Verzweigungsteiler eines Körpers 285. 
Verzweigungszahlen 149, 162. 

Wurzel einer Gleichung für den Bereich 
von p 50, 158. 

— mehrfache 51. 

Wurzelzyklus, der zu einem Primteiler 
gehörige 209. 

Zahl, ganze positive 4. 

Zahlensysteme mit zusammengesetzter 

Grundzahl n 28. 
Zahlkörper s. Körper. 
Zerlegbarkeit der ganzen Funktionen, 

Kriterien dafür 70. 
Zerle^ng, eindeutige der Ftmktioneit 

in irreduktible Faktoren 66, 77. 
Zyklus konjugierter Zahlen 165. 

— der zu einem Primteiler p gehörige 209. 





Druckfehler. 


S. 18, 


Z. 11 von oben statt „vor und" lies „vor, und". 


S. 101, 


Z. 16 „ „ „ „reelle" lies „rationale". 


S. 101, 


Z. 19 „ „ „ „reellen" lies „rationalen". 


S. 180, 


Z. 7 „ „ „ „mstande" lies „imstande". 


S. 247, 


Z. 9 „ unten „ (1 Hes (1). 


S. 258, 


Z.ld „ „ „ T,<«>) lies (V'>). 


S. 299, 


Seitenzahl statt 29 lies 299. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Theorie der algebraischen Funidionen einer Variabein u. ihre 
Rnwendung auf algebraische Kurven und Ibelsche Integrale 

Von 

Dr. Kurt Hensel, Dr. Georg Landsberg, 

Profetior der Mathematik an dar ^^ Profeeior der Mathematik an der 

Uniyenitftt Marburg a. L., Univertit&t Kiel. 

Mit vielen Figuren im Text. [XVI u. 708 S.] gr. 8. 1902. In Leinwand geb. n. ^K 28.— 

Inhalt: L Teil: Ansbreitang der algebraiaohen Funktionen auf der Biemannaohen Fl&ohe. 
TL Teil: Der KOrper algebraiBcher Funktionen. HI* Teil: Die algebraischen Divitoren und der Biemann- 
Booheche Sati. lY. Teil; Die algebraischen Knrren oder Oebilde. Y. Teil: Die Klassen algebraischer 
OebUde. TL Teil: Algebraische Belationen swischen Abelschen Integralen. Anhang. Sachregister. 

Das Buch gibt im Sinne der Arbeiten Ton Weierstraß, Eronecker, Dedekind, 
H. Weber eine umfassende Behandlung der Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Yariabeln auf wesentlich arithmetischer Basis mit Anwendung auf die Abelschen 
Integrale und algebraischen Kurven. Dabei haben sich die Verfasser bemüht, die 
ganze Theorie und alle aus ihr abzuleitenden Folgerungen ohne jede sogenannte 
vereinfachende Voraussetzung zu begründen und nur solche Methoden und Definitionen 
zu benutzen, welche auf jeden vorgelegten, noch so speziellen Fall anwendbar bleiben, 
und zwar so, daß die verlangten Rechnungen stets wirklich ausgefElhrt werden können. 



Vorlesungen über Zahlentheorie 

Einführung In die Theorie der algebraischen Zahlkörper 
Von Dr. J. Sommer, 

Professor an der Technischen Hochschule siu Danxig. 

Mit 4 Figuren im Text. [VI u. 861 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. .^11.— 

Seitdem Gauß die Arithmetik durch Aufnahme der komplexen Zahlen a + & }/ — 1 
erweitert hat, ist eine großartige Theorie der allgemeinen algebraischen Zahlen ent- 
standen, deren Entwicklung vor allem an die Namen Kummer, Dirichlet, Dede* 
kind, Kronecker und einiger rühmlichst bekannten neueren Mathematiker sich 
knüpft. Mehrfach hat diese Theorie ihr Aussehen stark verändert, und wir besitzen 
von den berufensten Seiten: Dedekind, Hilbert und Kronecker-Hensel, v^ie 
neuerdings von Bachmann zusammenfassende Werke, die den Stoff von verschie- 
denen G^ichtspunkten aus auffassen. Jedes dieser Werke bedeutet nicht nur in 
bezug auf den Inhalt, sondern auch in Anbetracht der formalen Abrundung der 
ganzen Darstellung einen sehr wesentlichen Fortschritt für die allgemeine Zahlen- 
theorie. Da diese aber alle den allgemeinen Fall der Theorie umfassen und für An- 
fänger schwer zu lesen sind, so dürfte wohl eine Darstellung nützlich sein, die auf mög- 
lichst elementare Weise in die Probleme und Tatsachen der ZahlkOrpertheorie einführt. 
Dieser Zweck wird von selbst durch eine spezielle Behandlung der einfachsten, quadrati- 
schen und kubischen Zahlkürper erreicht. Zum Studium des vorliegenden Buches sind nur 
wenige Vorkenntnisse aus der Algebra notwendig. Der Verfasser hat gesucht, überall 
mit den einfachsten Methoden zum Ziele zu gelangen, und hat sich überhaupt der- 
jenigen Behandlung der Theorie angeschlossen, die ihm ijs die einfachste erscheint, und 
die man in den Arbeiten von Hurwitz, Hilbert und Minkowski niedergelegt findet. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 



Paul Bach mann I 

Zahlentheorie 

In 6 Teilen, gr. 8. 
I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [Xn n. 264 S.] 1892. Geh. n. Ui^ 6.40, 
in Leinwand geb. n. JC 1 . 20. 

Dm Tontehende Buch iit du eiBte in einer Beihe ron BOehem, die bectiinnit sind, 
in Einseldantellongen Bilder der einseinen H*aptgebiete der Zahlentheorie su entwerfen, 
de in ihrem weientliohen Inhalte nnd ihren charakterietiaohen Zügen sn seiehnen and eo von 
den haupte&chlichiten Forschungen « durch welche sie gewonnen worden sind, Kenntnis sn geben, 
unter Elementen der Zahlentheorie ist hier alles sosammengefafit, was GauA in 
den ersten Itinf Abschnitten seiner Disqnisitiones arithmeticae behandelt hat, soweit es nicht 
das Gebiet der binären quadratischen Formen überschreitet 

U. Teil: Die analytische Zahlentheorie. [XVmu. 494 8] 1894. Geh.n.JCl^.—, 
in Leinwand geb. n, JC 18. — 

Das Buch behandelt den Gegenstand der auf analytische Methoden begründeten 
sahlentheoretischen Forschungen in historisch-genetischer Weise, so daß der Leser niäii aUeln 
über das Gebiet der analytischen Zahlentheorie selbst, ihre Probleme und Ergebnisse und ihren 
natürlichen Zusammenhang, sondern sugleioh auch über die Arbeiten der yerschledensten 
Forscher (Euler, Legendre, GauA. Jacobi, Dirichlet, Kroneoker, Biemann, TschybescheS; 
Hertens usw.), die sie gewonnen, in so engem Anschlüsse an dieselben, als eine innerlich su- 
sammenhlngende Darstellung des Gänsen nur gestattet, eingehende Belehrung findet. 

Das Werk beschrinkt sich auf Fragen der reellen Zahlentheorie, welche die hauptsAch- 
Uehsten sahlentheoretischen Funktionen oder die Theorie der binären quadratischen Formen betreffen. 

m. Teil: Die Lehre von der Kreieteilung und ihre Beziehungen zur Zahlen- 
theorie. Mit Holzschnitten und 1 lithogr. Tafel [Xu u. 800 8.] 1872. 
Geh. n. JC 7 . — , in Leinwand geb. n. JC 8 . — 

Yorstehendes Bndh verfolgt den Zweck, in möglichst elementarer Welse in ein Gebiet der 

Zahlentheorie einsuführen, auf dem Geometrie, Aritiunetik und Algebra in wunderbarer Weil« in 

Wechselwirkung treten. 

lY. Teil: Die Arithmetik der quadratischen Formen. L Abt. [XYI u. 668 8.] 
1898. Geh. n. JC 18.—, in Leinwand geb. n. JC 19. — 

Dieser Band wird in drei gröfleren Abschnitten die Arithmetik der quadratisehein Formen 
mit einer beliebigen Ansahl von Unbestimmten behandeln. Der erste Abschnitt gibt als Yorbereitung 
aussdüieBlioh die Darstellung der Theorie der temAren Formen, der «weite ist den allgemeinen 
quadratischen Formen gewiebnet, während der dritte Abschnitt von der Bednktion der Formen 
handelt. Die rorliegende erste Abteilung enthält die beiden ersten Abschnitte. 

y. Teü: Allgemeine Arithmetik der ZahlenkSrper. [XXH u. 648 8.] 1906. Geh. 
n. JC 16. — , in Leinwand geb. n. JC 17. — 

Das Buch enthält sunächst nur die allgemeine Arithmetik der Zahlkörper, während 
diejenige spesieller Zahlkörper einem späteren Bande rorbehalten ist Bei dem Aufbau dee 
Werkes ist im wesentlichen die Dedekindsche Theorie gegenüber der Kroneokerschen bevor- 
sugt, weil die rein arithmetischen Grundvorstellungen Dedekinds gestatteten, in dem Werke 
die Grensen der reinen Zahlentheorie nicht su überschreiten. Immerhin sind im geringen Um- 
fange auch Kroneckersche Gesichtspunkte berührt 

Niedere Zahlentheorie 

L Teü. [X u. 402 8.] gr. 8. 1902. Geb. n. JC U.— 

Während der «weite Teil des Werkes die additive Zahlentheorie behandeln soll, gibt der 
erste nach einer geschichtlichen Einleitung und einer eingehenderen Betraditnng des Zahlen- 
begriffs die multipUkative, auf die Teilbarkeit gegründete Zahlentheorie. Ton den „Blementen** 
des Yerfassers durch anderweitige Begründung und vielftltig abweichenden Inhalt wie Insbe- 
sondere die verschiedenen Euklidischen Algorithmen, die Fareysohen Beihen, die Stemsche Bnt- 
wickliug, eine systematische Darstellung aller Jetst bekannten Beweiie des Besiprositätsgesetses, 
soweit sie hierher rechnen, die Theorie der höheren Kongruensen u. a., wohl unterschieden, will 
das Werk als eine Art Supplement sur „Gesamtdarstellung der Zahlentheorie** seines VerflMsers 
aufgefaflt werden. 

Vorlesungen über die Natur der Irrationalzahlen 

[X u. 161 8.] gr. 8. 1892. Geh. n. JC 4.— 

Das Buch gibt eine übersichtliche, ausammenhängende Darstellung von den Unter- 
suchungen über die Natur der Irrationalsahlen, ihrer arithmetiichen Beeikimmung und den 
tieferen Eigenschaften, die dasu dienen sie sn klassiflsleren (in algebraische und transsendente 
Irrationalsahlen) lud einsein su charakterisieren (s. B. Charakterisierung der ersteren durch 
Kettenbmohalgorithmen usw.). 



Verlag von B. G. Teubner In Leipzig und Berlin. 
H. Minkowski, 

o. Profeesor an der Unirenität OOttingen: 

Geometrie der Zahlen 

In 2 Lieferungen. 
I. Lieferung. [240 S.] gr. 8. 1896. Geh. n. UK 8.— 

[Die n. Lieferung befindet sich in Torbereitnng.] 

Diese Schrift enth&lt eine neue Art Anwendungen der Analyeii des ünendliohen auf 
die Zahlentheorie oder, besser gesagt, knflpft ein neues Band swischen diesen beiden Gebieten. 
Es werden hier in besug auf eine Klasse Ton Tielfaohen Integralen einige Ungleichheiten ent- 
wickelt, die eine fundamentale Bedeutung haben für Fragen aber approzimatiTe Lösungen Ton 
Gleichungen durch rationale Zahlen und für Probleme, welche mit derartigen Fragen ausammen- 
h&ngen. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht ein arithmetisches Prinaip Ton besonderer 
Fruchtbarkeit, dessen Tielseitige Verwendung auf der Mannigfaltigkeit von Binaelgestalten be- 
ruht, die eine nirgends konkaye Fliehe mit Mittelpunkt danrabieten imstande ist Das erste 
Kapitel enth&lt eine eingehende Begründung der Eigenschaften der nirgends konkaren Flftchen. 
Im «weiten sind einige hier su verwendende bokannte Sätse aus der Funktionentheorie mit Ihren 
Beweisen dargestellt. Das dritte Kapitel ist der Entwicklung des genannten Prinaips gewidmet. 
Das vierte bis siebente Kapitel bringt Anwendungen des Prinaips auf die approximative Auflösung 
von Gleichungen durch rationale Zahlen und durch ganae Zahlen, auf die Theorie der algebra- 
ischen Zahlen, auf die Theorie der quadratischen Formen usw., das achte Kapitel endlich eine 
besondere Untersuchung, die mit Jenem Prinaip in loserem Zusammenhange steht Geometrie 
der Zahlen ist das Buch betitelt, weil der Yerf. au den Methoden, die die in ihm gegebenen 
firithmetischen Sätse liefern, durch rftumliche Anschauung geführt worden ist 

Die vorliegende erste Lieferung enth&lt bereits die meisten allgemeinen Theoreme, w&hrend 
die in Vorbereitung befindliche SchluAlieferung noch mancherlei Anwendungen bringen wird. 

Diophantische Approximationen 

Eine Einfahrung in die Zahlentheorie 

Mit 82 Figuren. \TD1 u. 236 S.] gr. 8. 1907. Li Leinwand geb. n. UK 8.— 

Die Ueine Vorlesung, die ich luter dem Titel „Diophantische Approximationen" erscheinen 
lasse, besweokt eine Metamorphose im Lehrgang der Zahlentheorie. Dieses Gebiet gilt gemeinhin 
als das verschlossenste im ganzen Umkreis der Blathematik; es schwindet hier der Halt der rftum- 
lichen Vorstellung, und es flberkommt dadurch manch einen, der einsudringen sucht, befremdend 
eine Empfindung der Leere vor den grofien Theoremen von der Zerlegung der Ideale in Primideale, 
vom Zusammenhang der Einheiten usw. 

Der Leser wird in dem Buche insbesondere die genannten Theoreme und damit eine feste 
Grundlage der Theorie der algebraischen ZahlkOrper gewinnen; dabei aber wird er sich fort- 
geeetat anschaulichen analytischen und geometrischen Fragestellungen gegenfiber befinden, deren 
Lösungen bisweilen in der Tat nur durch aweckm&fiig angelegte Figuren au erlangen waren. 

Das Buch gliedert sich in 6 Abschnitte : 1.^ Anwendungen eines elementaren Prinaips. 
2. Vom Zahlengitter in der Ebene. 3. Vom Zahlengitter im Baume. 4. Zur Theorie der alge- 
braisohen Zahlen. 5. Zur Theorie der Ideale. 6. Approximationen in imaginären Körpern. 

Wenn auch die von mir angewandten Methoden teilweise, allerdings in viel abstrakterer 
Darstellung, schon in meinem Buche „Geometrie der Zahlen" bertthrt worden sind, so dtlrften 
doch die meisten AusfOhrungen dieser Vorlesung als durchaus neu erscheinen. Ich hoffe, daB 
die Vorlesung (die xugleich als Vorläufer der noch ausstehenden Lieferung der G^eometrie der 
Zahlen ansusehen ist), ein Arisches Band aur Verknüpfung verschiedenartiger mathematischer 
Interessen bilden wird. 



HeAsel, Theorie der algebraischen Zahlen. I. 



Vertag ¥M B. & Teubner w Leipzig onl Berlin. 

Baamgardt, Dr. Oswald, über daa quadratische Reziprozitäts- 
gesetz. Eine TM^ieiehende Darstellnng der Bew^ae des Funda- 
mentaltheoremes in der Theorie d^ quadratischen ELeste und der 
derselben zngrande liegenden Prinzipien. [104 3.] gr. 8. 1885. 
Geh n. jK 2.40. 

Dedoff, Dr. Tbeodor, üntersuchnngen über quadratische 
Formen. [40 S.] gr. 4. 1896. Geh. n. Jt 2.80. 

Hermes, Dr. Johanil, Direktor des Bealgymnasiunis zu Osnabrück^ 
Gleichungen ersten und zweiten Grades schematisch 
aufgelöst in ganzen Zahlen. Mit Holzschnitten im Text 

[Vnu.87S.] gr. 8. 1882. Geh. n. jK 1.60. 

Klein, Geheimer Regierungsrat Dr. f dix, Professor an der UniT«mtat 

Göttingen. 

Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. Ausgearbeitet 

▼on A. Sommerfeld und Ph. Furtwangler. 

Heft 1, XI u. »1 Seiten (W.-8. 1893/96) \ ^ . , .« 

^ ^ ^ . >, ^ ) znBammeii n. JC 14.50. 

Heft 2, S54 Seiten (S.-S. 1S9S) I ^"'*«™™ "- '^ ^**^- 

Hiüigf Ministeriabrat Dr. Julius, Honorarprofessor an der Technischen 
Hochschule zu Budapest, Einleitung in die allgemeine 
Theorie der algebraischen Großen. [X u. 564 S.] gr. 8. 
1903. Geh. n. UK 18.— , in Leinw. geb n. UK 20.— 

Eroneeker, Leopold, Vorlesungen fiber Mathematik. Herausge- 
geben unter Mitwirkung einer Ton der E^ Preuß. Akademie der 
Wissenschaften eingesetzten Kommission. In 2 Teilen. H. Teil. 
Vorlesungen fiber allgemeine Arithmetik. 1. Abschnitt 
Vorlesungen fiber Zahlentheorie, herausgegeben Ton Dr. 
K. Hensel, Professor an der üniyersitat Marburg a. L. In 2 
B&nden. Mit Figuren im Text. L Band. [XVI u. 509 S.] gr. 8. 
lÖOl. Geh n. UK 18.— 

Legendrs, Adrlen-Marie, Zahlentheorie. Nach der 3. Ausgabe ins 
Deutsche fibertragen von H.Maser. 2 KUide. 2. wohlfeile Aus- 
gabe. [I. Band: XVUI u. 442 S., IL Band: XII u. 453 S.] gr. 8. 

1898. Geh n. UK 12.— 

Einzeln: jeder Band n, JC 6. — 

Sapolskjr Dr. L,, in Moskau^ fiber die Theorie der ralatiy- 
Abelschen kubischen Zahlkorper. 2 Teile. Mit 35 Tabellen. 
fVIIu. 481S.] gr. 8. 1902. Geh n. ^ 6.— 

Werthsim, 0., weil Professor an der israelitischen Realschule zu 
Frankfart a. M.^ Elemente der Zahlentheorie. [X u. 382 S.] 
gr. 8. 1887. Geh n. JL 8.40. 




Neuer Verlag von B. 6. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Bolsa^ Dr. O^ Professor an der Univ. Chicago, Vorlesungen über Variations- 
rechnung, umgearbeitete stark Termehrte deutsche Ausgabe der „Lectures 
on the Calculus of Variations^^ desselben Verfassers. In 3 Lieferungen. I. Liefe- 
rung. Mit 46 Figuren im Text. [IV u. 300 S.] gr. 8. 1908. Geh. n. .f( 8. — 

Burkhardty Dr. H.^ Professor an der üniversit&t Zürich, Entwicklungen 
nach oscillirenden Funktionen und Integration der Differential- 
gleichungen der mathematischen Physik. Bericht, erstattet der Deut- 
schen Mathematiker -Vereinigung. In zwei Halbb&nden. 

L Band {TU u. 894 8.] IL Band [IH, 8. 895—1804.] gr. 8. 1906. G«h. je n.JCZO.— 

Cantor^ KL, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. In 4 Bänden. 

IT. Band. Ton 1759 Ms 1799. Bearbeitet Ton Y. Bobynin, A. von Brannmahl, F. Gajori, 
M. Cantor, 8. Oftnther, V. Kommereil, G. Loria, £. Netto, O. Tivanti nnd 
C. B. Wallner. Mit 100 Figuren im Text [VI n. 1118 8.] gr. 8. 1908. Geh. n. UK 81.— , 
in Halbürana geb. n. JC S5. — 

CEuber^ Hofrat Dr. £., Professor an der Techn. Hochschule zu Wien^ Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik 
und Lebensversicherung. 2. Auflage in 2 Bänden. I. Band: Wahrscheinlich- 
keitstheorie. Fehleraosgleichung. Kollektivmaßlehre. Mit 18 Figuren im Text. 
[X u. 410 S.] 1908. In Leinwand geb. n, JC 12.— 

Dantsoh^ Dr. V. yon. Professor an der üniversit&t Graz, Vorlesungen über 
die Weierstrafische Theorie der irrationalen Zahlen. [VI u. 79 S.j 
gr. 8. 1908. Geh. n. JC 2.80, in Leinw. geb. n. JC 8.40. 

Heimelt, F. B., Direktor des Egl. preußischen geodätischen Instituts und Zentral- 
buieaus der internationalen firdmessung, die Ausgleichungsrechnung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate. Mit Ajiwendungen auf die Geodäsie, 
die Physik xmd die Theorie der Meßinstrumente. 2. Auflage. [XVIU u. 578 S.J 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JC 16. — 

T. T.niATitin^ij B., Professor an der Universität Münster i. W., Vorlesungen über 
Differentialgeometrie. In 2 Bänden. 

L Band. Ebene Karren und Baamkurren. Mit 86 Figoren. [VI o. 868 S.] gr. 8. 1908. 
In Leinwand geb. n. JC 19. — 

lK>iia|Dr. G., Professor an der Universität Genua, Vorlesungen über darstellende 
ueometrie. Autorisierte, nach dem italienischen Manuskripte bearbeitete 
deutsche Ausgabe von Fritz Schütte, Oberlehrer am Gjnmasiom zu Düren. 
In 2 Teilen. 

I. Teil: Die Darstellungamethoden. Mit 16S Figuren im Texte. [XI n. S19 8.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JC 6.80. 

Küller^ Dr. E«, Professor an der k. k. Technischen Hochschule zu Wien, Lehrbuch 
der darstellenden Geometrie für Techn. Hochschulen. In 2 Bänden. 

L Band. Mit S78 Figuren «nd 8 Tafeln. [XIV o. 868 S.] gr. 8. 1908. In Leinw. geb. n. JC 12.— 

Planck, Dr. Max, Professor an der Universität Berlin, das Prinzip der Erhaltung 
der Energie. Von der philosophischen Fakultät Göttingen preisgekrönt. 
2. Aufl. [Xvl u. 278 S.] 8. 1908. In Leinvrand geb. n. JC ß.^ 

Siebter y Dr. Otto, Professor am König- Albert-Gjnmasium zu Leipzig, Kreis und 
Kugel in senkrechter Projektion. Für den Unterricht und zum Selbst- 
studium. Mit 147 Figuren im Text [X u. 188 8.] gr. 8. 1908. Geh.n. Ut 4.40, 
in Leinwand geb. n, JC 4.80. 

Stmge. Dr.K., Profan der Univers. Göttingen, analytische Geometrie der Ebene. 
Mit 75 Figuren im^tet. [IV u. 198 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n. ^ 6.— 

Sachs, Professor Dr. J.^ Tafeln zum mathematischen Unterricht. [120 8.] 
4. 1908. Geh. n. .« 6.— 

Sohlesiiigery Dr. Ii., Professor an der Universität Klausenbnrg, Vorlesungen über 
lineare Differentialgleichungen. Mit 6 Figuren im Text. [X u. 384 S.] 
gr. 8. 1908. Geh. n. JC 10.—, in Leinwand geb. n. JC 11.— 
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SohoenflleB. Dr. A., Professor an der Universität Königsberg i. Pr., die Entwick- 
lung der Lehre Ton den Punktmannigfaltigkeiten. 

I. Tea Mit Figuren im Text. [VI n. 851 8.] gr. 8. 1900. Geh. n. JC S.— 
II. — Mit S6 Figuren. [X o. 231 S.] gr. 8. 1908. Geh. n. JC 18.— 

Sohriften, mathematische und physikalische für Ingenieure nnd 
Studierende. Herausg^eben von Dr. E. J a h n k e , Professor an der Kgl. Berff- 
akademie su Berlin. In B&ndchen zu 6 — 6 Bogen. 8. Geh. u. in Leinwand geb. 
Bisher erschien B&ndchen: 
I. Einführung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. B. Gans, Privat- 
dozent an der Universität Tübingen. Mit 40 Textfiguren. [VI u. 110 S.] 1908. 
Geh. n. JC 2.40, in Leinwand geb. n. JC2,S0. 
n. Elektromagnetische Ausgleichs Vorgänge in Freileitungen und Kabeln. 
Von E. W. Wagner, Ingenieur in Charlottenburg. Mit 23 Textfiguren. [TV u. 
109 S.] 1908. Geh. n, JC 2.40, in Leinwand geb. n. JC 2. SO, 
in. Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität und dei 
Magnetismus. Von Dr. Gl. Schaefer, Privatdozent an der Universität Breslau. 
Mit Bildnis J. C. Maxwells u. 32 Textfiguren. [YUI u. 174 S.] 1908. Geh. n. Ukl 3.40, 
in Leinwand geb. n. JC 3.80. 
IV. Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Dr. P. Schafheitlin, 
Professor am Sophien-Realgymnasium zu Berlin. Mit 1 Figurentafel. \Y u. 128 8.] 
1908. 

Sturm y Gebeimer Regierungsrat Dr. TL» Professor an der Universität Breslau, die 
Lehre von den geometrischen Verwandtschaften. In 4 Bänden. 

I.Band. Die Yerwsndtaohaften swiaohen Gebilden erster Stufe. [XIIq.4168.] gr. 8. 
1908. In Leinwand geb. n. JC le.^ 
II. Band. Die eindeutigen linearen Verwandtschaften switohen Gebilden aweitar 
Stufe. [YlUn. S46S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n. U»: 16.— 

Thomae^ Geheimer Hofrat Dr. J.. Professor an der Universität Jena, Vorlesungen 
über bestimmte Integrale und die Fourierschen Reihen. Mit 10 Figuren. 
[VI u. 182 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n. JC 7.80. 

Vemeriy J.^ de triangulis sphaericis libri quatuor, de meteoroscopiis libri 
sex, cum prooemio Georgii loachimi Rhetici. I: De triangulis sphae- 
ricis Ubn quatuor, herausgegeben von A. A. Bjoernbo in Kopenhagen. Ifit 
dem Titelbilde Joh. Werners, 12 S. Wiedergabe der Einleitung der Original- 
ausgabe von Cracau 1557 und mit 211 Figuren im Text, [m u. 184 S.] gr. 8. 
190». Geh. n.Ui^8.— 

Weber^ Dr. H.^ u. Dr. J. Wellstein^ Professoren an der Universität Strafiburg i. E., 
Encyklopädie der Elementar- Mathematik. Ein Handbuch für Lehrar 
und Studierende. In 3 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 

L Band. Elementare Algebra nnd Analytit. Bearbeitet ron H. Weber. S. Auflag«, m* 

38 Textfiguren. [XYIU u. 539 8.] 1906. n.JCd.eo. 
IL — Elemente der Geometrie. Bearbeitet ron H. Weber, J.Wellttein und W.JaoobtthaL 

S.Auflage. Bfit 251 Textflguren. [Xnu.696S.] 1907. ii.JCU.^ 
in. — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet Ton H. Weber, J. WelUtela 
nndB.H.Weber (Heidelberg). Bfit 358 Textflguren. [XUI u. 666 8.] 1907. u,JCU,^ 

Yoxmgy Dr. Gr. Ch., in Göttingen, und Dr. W. H. Toiing, Lecturer in Higher 
Analysis an der Universität Liverpool, der kleine Geometer. Deutsche 
Ausgabe besorgt von S. und F. Bernstein. Mit 127 Figuren und 8 bunten 
Tafeln. [XVI u. 289 S.] 8. 1908. In Leinwand geb. n. UK 8.— 

ZöppritZy Dr. K.y weil. Professor an der Universität Königsberg i. Pr., Leitfaden 
der Eartenentwurfslehre. Für Studierende der Erdkunde und deren Lehrer. 
In 2. neubearbeiteter und erweiterter Auflage herausgegeben von Dr. A. Bludau, 
Professor am Gymnasium zu Coesfeld. In 2 Teilen, gr. 8. 

L TeiL Die Kartonprojektionilehre. Mit 100 Figuren im Text und »ablrelohtn TabelUa. 

PL u. 178 8.] 1899. Oeh. n. JL 4.80, in Leinwand geb. n. JC 5.80. 
IL — Kartographie und Kartometrie. Mit IS Figuren und S Tabellen im Text unA 

auf i Tafeln. [YUI u. 109 S.] 1908. Geh. n. JC 8.60, in Leinwand geb. n. JC 4.40. 
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^i] U«gt dii.rla, dftfl die« gTimd]«geii.d«[a Ffftfeu d»r OflotDotrie ^^^^^^^P^ ^Behmiidlutvg 
ihf Alt, Lii «iiieni Umfimgrdf wl» «r In Kun&TninonfaiBcndfiin WcrVeon fcf^iPBBH^Kutr«|fs)i i«t, ^ ^ < 
i Awi-a« Mmtifiiit iit |ji dftin UmrUTidi» hcu nrbJiokrftn, d*B dk Verfii**flr *» njj^ht pUr»ur fiiigid(?gl 
4iiJ[Ui i>f»^tn»ti&c>]o Yf>rfaTijfiing de-« Ubüchat« Vorr;^! «,» ^«(^triutritciiien üutitiiA, KtmiUuk* 
ond Rtciiitatipfn zu ge^lbsn, «i:^ndt.rii d»A «i ihut^n mobr dAfum tu ttiu WAf^ \tk *«*- 
||tt>m M&itfrtjü dif' wli««£«chftflllcfaRn M^thodim der Ocomi trle mr Qijltii9(( tu t^rluu«» «p^ 
_ ü auf di^T OriLadfra«««! '^iiij^iigehen- Tjt lu dia thcorvtisr.'li« ^üI^a^ n^mctit^icb in. «Inl^ 
JoEulttr^ti, it*rk mm A«i-idruck geJccimruQH^ »q lit doch »ueH atiI die praJrtl(ich«u Biodttp' 
llekiit.<hl iffliiüujniDiiH^ di« IrDÜicli t^i-it mJt daiti drjttoa "Hnödc^ übrv endgulllf« ijüfftüidJijuajr' 
>ll*vni doch Int d*Oir kii ^ur»ohii;^d(ui«D Swillftn, «o iu der TrigorioiDtl.r1ö uad In dw »a/ 
feUBi«i7l* MUiüt) yüf jfftitl&ftlttt vrnfdffii* . . Se dürf dfl»r lnhaH dt? jtwciten Jiiuid«^ 
lltLOpklla d«^r K]ein)r<Liliu:^Mfttbettinli]|^ *li «In «ahr T&ichbAit:iif>'>r bcieielmct wi^rdfrür 
nnit«ti 4«iiifln, ^j» Kn d«t Boliulv i^boUu wardeu kjutn, arh«hllch hinhiufühn, j 
fcd dl» l«t uoeli wiebUKcr vtid vOlwuViixidig dci H&tiptiewt.iioJt düi Werlt« — 

kd mit HoiaiMj ku BjA« Bit»li«a, ii&m«&tUcih wcdjl ci« Im Uiätv<rrb-btA 
hitfon koTUHilfV UJB «t<>h Dibae dla ^t«adui OadkiLkeD £u orl^yntia 
Kinn Tudt»flt ««Mb b«iaiid«i« h«iiri'CirgähDbaA cq wurden; 



t<<rrb-btA im' 
^tmMA sfittArionb«? nndM^ komm Mi die fll«rf<ognpbltdb an Bilder/' v 



f, . . . Dft0 elii'llc^Jti^llaliDbrtfr T4n der B*ddTilvi}fr 
1 bAhüHNir Wftrtfl »iib b«kijidc!t und DinMinrgi1l1tl{;djij^|.i.'Ui, 
nidEfir«ad«ii>tLUd»«Wffrk^we]:cbcsfl tnicbtuuf ib mv.thaiHmehais^ 
»Vi ]led«uliir^|V UDd d«b4ir ^lae wlult lif & ürt^^ b'- 
'' rAter int, tM^«miQL und atadiftfen.^ 

„^.X>M J^ncyktoptilk will kdn gdbutbaoh \ 

albjfsmatUr dritipwad lu tfinpfehl«<Qf wttck» d* 
Biilnrt fijfcbflai, «i«i» mh9t doyb 'JirtftaUnrw W' 
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